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Met de uitgave dezer lessen heh ik voomamelijk heoogd den vader- 
landschen heoefenaren der wUkundige toetenschappen een leerboeh aan te 
hieden, waardoor zij , zonder tôt uitheemsche geschriften toevlugt te 
nemen^ de hoofd-^^nderwerpen der differentiaal'' en integraal'-reJienifig 
kunnen leeren kennen, en hettoelh tevens geschikt zij tôt eene voorherei^ 
dings-studie voor de zoodanigen die^ door eene hepaaîde zucht naar 
hoogere kennis gedreven^ de toetenschap dieper trachten te doorgronden^ 
en te dien einde de schriften der leroemde mannen verlangen te bestuderen , 
aan tvie de wiskundige analysU haren tegenwoordigen staat van vordering 
te danken heeft. 

Vit dat oogpunt heschouwd, kan de door mij ondemomen arbeid geene 
aanspraak op volledigheid maken. Eene te groote uitvoerigheid zou ook 
met het voorgesteîde dœl niet geheel in overeenstemming geweest zijn, 
Desniettemin vlei ik mij dat het eerste gedeelte , hetwelk tham het licht 
ziety en eeniglijk aan de differentiaal^rekening gewijd is^ devoomaamste 
toepassingen ommit , welke daarvan , zoo op onderwerpen van zuiver 
analytischen aard, aU op de théorie der kromme îijnen en der gebogen 
vlakken van verschillende soort^ te maken zijn, aver welk laatste 
gedeelte daarenboven, voor zooveel mij bekend isy tôt dus verre weinig^ 
of niets in onze taal geschreven is. 

In navolging van Gaucht en andere hedmdaagsche schrijvers^ heb ik 
vermeend de leer der oneindig kleinen , in verband met die der limieten^ 
tôt gr&ndsîag der differentiaal^rekening te mœten aannemen. Ondanks 
de pogingen door vêle wiskundigen aangewendy om in de verklaring van 
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de gfondm dezer rekening^ aile beschoumngen van oneindig hleine grooi'- 
heden m van Umieîen ter zijde te stellen , ja zelfs om de notatie^ van 
Leibnitz afkomstig^ door eene hiervan geheel aftoijkende te vervangen^ 
U men echter thansy vrij algemeenj daarvan terug gekomen(*). En inderdaad^ 
de leer der oneindig kleinen^ mits hehoorlijh verhlaard^ han Inj den Uer^ 
ling weinig of geen' aanstoot verwehken: zij is evenmin te heschouwen 
aie in tegenepraah met de wUhundige strengheid , too men daarhij slechts 
in het oog houdt^ dat men , in de toepasHng , nimmer te dœn heeft met de 
onhepaalde waarden dezer grootheden telven^ maar eeniglijk met de 
grenswaardm van hare onderlinge verhoudingen^ dat ie: met dis hepaalde 
uHxarden, waartoe deze verhoudingen meer en meer naderen^ en toaarvan 
zij due minder dan de kleinst te geven grootheid kunnen vertchillen, 
Ongetwijfeld. zal men er nietin slagen^ den leerling een helderder hegrip 
der differentiaal^rekening te geven ^ of hem heter den waren geeet 
derzelve te doen vatten^ door de differentiaten^ in navolging vanandere 
schrijvers^ aie nullen te betchouwen, Mif althans is eene verhouding 
tueschen grootheden j die opgehouden hehben te hestaan^ steedi als wis^ 
kundige onzin voorgekomenj daargelaten nogdemœijelijkheidj waarinmen 
aUdan vervalt hij het onderscheiden tueschen de differewtialen van veran^ 
derlijke en die van standvastige grootheden. In het gebruik der oneindig 
kUmen ligt daarenboven een vermogend middel van onderzoek opgesloten^ 
vooral in de hoogere deelen der Mechanica^ waarvan de schriften der 
eerste meesters , overvloedig voorbeelden opleveren. 

Die terugkeer^ toelken ik hiervoren bedoelde^ mag tôt bevestiging strek^ 
ken van de juistheid der oorspronkelijke Leibnitiaansche begrippen^ en 
voorzeker zouden deze, na hare bekendwording ^ minder tegenkanting bij 
sommige tijdgenooten van Leibnitz ondervonden hebben^ indien die 
uitmuntende tciskundige aanvankelijk in eenige meerdere ontwikkeling 
omtrent den geest zijner méthode ware getreden, (f) 



(*) Men denke hierhij slechts aan de Théorie des fonctions analytiques van 
Laor^ngs, waarin een nieuw teekenschri/t voor de differentiaaUverhoudingen 
van versckil/ende orden voor functiën van twee of meer veranderlijke groetheden 
ingevœrd wordt ; welke nieuwigheîd evenwel geen ingang onder de overige 
wiskvndigen heeft kunnen vinden , zoodat de heroemde schrijver , hij de latere 
uitgave zijner Mécanique analytique, wederom van do oude, dxtch meer doeîmatige^ 
Leibnitiaansche tcekens gebruik gemaakt heeft. 

(*]*) De stryd over de eer der uitvinding van de differentiaal'rekening . zoo 
geruimen tyd volgehouden tusschen de voorstanders van Nbwtoii en die van 
Leibnitz , heeft hij elkon onpartijdige de moening moeten vestigen , dat Lbibnitz 
geenszins , uit hem medegedeelde denkbeelden van Nk^ton , tôt zijne vinding gc- 
raakt is , doch dat elk hunner y do zaak uit geheel verschillende gezigtspunten 
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Tm aanxien der xamenstelling van dit eerste deel^ zij hier ûllcen 
het navolgende vermeld* 

In de volgorde der hehandelde anderwerpen heh ih mij, met betrehking 
toi één punty eene afmjhing veroorloofd van die^ welke in andere leer~ 
hœken aangenomen U^ en waaromtrent ih eenige opheldering te dezer 
plaaUe niet averhodig achty ter voorhaming van verkeerde heoardeelingen. 
Zij hestaat fUtmelijh hierin^ dot de differentiatie der funetiën van twee 
en meer veranderlijke grootheden^ niet ùnmiddelijk op die der funetiën 
van ééne enMe veranderlijhe volgt^ maar eerst later^ en wel na de toe^ 
poising der differentiaal'^ekening op de théorie der vlahhe hromme 
lijnen^ hehandeld tioordt. 

Tût xoodanige afmjhing tcerd ih voomamelifh geleid door de ùvertoeging , 
dat er geene dadelijhe hehoefte bestaaty om den eerstbeginnenden reeds 
spoedig mei de studie van een gedeeUe der differentiaalrrehening hetig te 
honden^ hetwelh, wegens xijne afgetrohhenheid ^ meerdere intpœming van 
hem vordert^ dan het werige gedeelte^ en u>aarvan hij de meethunttige 
tœpaesingen, in allen gevalle^ eerst hij de verhlaring van de théorie der 
lijnen van dubheU hromming en gebogen oppervlahhen^ han leeren 
hennen. Zulh eene verandering van volgorde hwam mij daarenboven 
voorj het voordeel op te leveren^ dat de eerste tœpassingen der diffe- 
remliaalrrehening op meethundige onderwerpen^ en welhe tteeds een hel- 
der licht over den toaren geest deter rehening hunnen verspreiden^ niet 
langer dan noodig behoeven uit te blijven. Het ontbreeht welligt niet 
aan gronden^ welhe voor de gewone volgorde pleiten^ en uU dien hoofde 
xàl ih gaame het gevoeUn eerbiedigen van ken^ die omfrent dat puni 
anders mogten denhen. 



beschottwende , daarh^ op eene zelfstandige wijs te v>erk is gegaan^ In dezen 
iaatsten tijd is dat gevoeten op eene voldoende w^ê beresHgd geworden , door 
de verdienêtel^ke hemoeyingen «an D^. G. J. GnBAmsT te Saliwedel , die uit de 
op de Koninklyke JBihliotheek te HanoTer zorgvuldig hewaarde handschriften 
van LiSBiriTZ , onderscheidene siukken verzameld en in een klein geschri/t , 
ten titel voerende: Die Entdeckung der Differentlal-Rechnung , durch Lbibnitz, 
Halle 1848, in het licht gegeven heoft, toaardoor thans aile twijfelmoetverdwynen 
omirent de oorspronkelykheid der hegrippen , welke dezen beroemden man traps- 
gewys tôt de nieuwe rekenwjjze geleid hehèen, Dezelfde geleerde heeft daarenboven 
in 1849 eene belangryke bijdrage tôt de gescMedenis der wiekundige weten- 
êchappen geleverd, door de uitgave der brie/wisseling tusschen Leibnitz en 
Bmasss, bi l*H(»itàl, Ifumvii en andere z^ner tydgenooten gevoerd, Deze 
verzameling van etukken vormt het eerste gedeeUe van een ioerk^ waarin 
aile gesehriften van LiixiriTZ, zoowel de reeds in druk nitgegevene, als de 
door hem nagelatene , onder den titel van Leibnixent mathematische Schriften , 
zvllen vercenigd worden. 
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Wijders heb ik getracht, de verhlaarde theoriën zoo veel mogelijk 
àoor voorheeîden toe te lichteny en hierhij den lezer ievens eenigen 
voorraad van stof tôt eigen oefening aan te bieden^ welk een en ander, 
mijns intiens , tôt de vereisehten van een leerboeh behoort, en noaurin 
de vreemde sehrijvers, over het algemeen^ te kort sehieten. 

De bijvœging der fnmsche terminologie , welke men op vêle plaatsen 
zal aantreffen^ û eemgîijk gesehied met hei oogmerky om de lezing 
der fransche werken over de hoogere deeîen der mekwnde , voor onze 
landgenooten gemakkeîijker te maken. 

Dit boekdeel zal zoodra mogelijk , ennaarik hoop^ nog in den loop des 
volgenden jaars ^ door een tweede gevolgd toorden, bevattende dot gedeeUe 
der integroal-rekening j welks kenniSy vodr de tœpassing op de rectifia 
catie van kromme lijnen^ de inhouds-'bepaling zoo van vlakke figuren 
en van gébogen oppervlakken j aU van omwentelings' en àndere ligchamen , 
vereischt wordt. Hiertœ zijn de boutostoffen reeds grooiendeeU verzamM. 

Mogt aan dezen mijnen arbeid een niet ongunstig onthaal , van wege 
onze vaderlandsche beœfenaairs der witkunde, te biurt vàtlen^ dan zou 
ik mij hierdoor opgetoekt gevoelen, mijne krachten te beproeven acm de 
bearbeiding van het hoogere gedeelte der integraal-^ekening ^ omvattenâe 
namelijk de verschilUnde handelwijzen voor de oplossing of integratie 
der differentiaal-vergelijkingen van allé arden tusschen Usée en meer 
veranderlijke grootheden^ en toaaraan men^ b^ de toepàssing der ana- 
lysis op onderwerpen tôt het gehied der natuwT'^ en werkMgkunde 
behoorende^ meer bepaaldelijk behoefte ondervindt, 

Doordrongen van de waarheid, dat aile menschelijke arbeid den stempel 
van onvolkomenheid draagt , zal ik erkentelijk zijn voor de opmerking , 
door eene bevoegde kritiek , van aile gebreken en leemten, welke in dit 
werk zullen aangetroffen worden. 

Ten slotte strekt het mij tôt een' aangenamen pligt ^ hier de gewigtige 
dienst te vermelden mij y bij de uitgave van dit boekdeel^ bewezen door 
een' jong wiskundige van voortreffelijken aanleg^ den Heer L. Cohen 
Stuart, oud-kweekeling der Delftsche Àkademie, Niet alleen toeh mogt 
ik zijne medehulp ondervinden in de çorrectie der drukprœven en het 
teekenen der platen^ maar ik had daarenboven het vôorregt^ aan zijn 
helder doorzigt menige aanmerking verschuldigd te jstjn, welke tôt ver^ 
duidelijking en verbetering van den teksl heeft geleid. Hij ontvange 
hiervoor bij deze de betuiging mijner innige dankbaarheid, 

DE SCHRUVEU. 

Delfi, Dec. 1850. 
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EERSTE LES. 

Grondbegrip der differentiaal rekening. Ver Marin g 
der oneindig kleinen van verschillende orden, . 

S 1. In de gewone algebra stelt men zîch hoofdzakelijk ten doel, 
met behulp van gegevene betrekkingen of vergelijkingen tusschen 
bekende en onbekende groothedeu, de waarden dezer laatste uit die 
der eerste, naar bepaalde regels af te leiden. In de hoogere deelen 
der wiskundige analysis echter, besehouwt men de grootheden tevens 
in een* veranderlijken toestand, waaruit bet begrip van functiën 
ontstaan is. [Hoogere Àlgebra § 1.) Heeft raen nn siechis eene 
enkele betrekking tusscben verschillende grootheden , dan kannen 
zich onder dezelve eenige bevinden, die, in den loop der beschod- 
wing, geene verandering van waarde ondergaan, en uit dien hoofde 
met den naam van standvastigen bestempeld worden, terwijl de 
overigCjj vatbaar zijnde om een oneindig aantal positieve of nega* 
tieve waarden te bekoraen, als zoodanig, veranderlijke grootheden 
genaamd worden. Eene dezer veranderlijken laat zich dan als 
«ene fanctie der overige beschouwen, welke, indien zij door geene 
bijzondere betrekkingen aan elkander verbonden zijn, àen naam 
dragen van onafhankelijke veranderlijke grootheden of elementen 
dezer functie. Aldus zulleri bijv. de grootheden a, b, rin de algemeene 
vergelijking van den cirkel 

als standvastige, de grootheden s en y daurenicgen îxls veranderlijke 
J. 1 
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voorkomen, vermitsde drie eerste, de coôrdînaten vanhet iniddel* 
punt en degrootte van den straal aanwijzende, zoo lang raenden* 
zelfden cirkel beschouwt , niet van waarde veranderen ; terwijl de 
beide overige grootheden x en y, welke de coôrdinaten van een wille- 
keurîg punt der kromme voorstellen, tevens met de ]igging van dat 
punt van viraarde zullen veranderen. Hier k dus y eene fnnctie van 
X alleen, en wederkeerig w eene functie van y alleen, zoodat elke 
verandering in de waarde van eene dezer twee grootheden, eene 
overeenkomstige verandering in die der andere ten gevolge zal 
nioeten hebben. Laat men nu insgelijks den straal des cirkels van grootte 
veranderen , dan wordt y gezegd eene functie der tvi^ee van elkander 
onafhankelijke vcranderlijken a; en r te zijn , en blijkbaar zal de 
verandering van y tbans gelijktijdig afhankelijk zijn van die, welke 
X en rafzonderlijk of gezamenlijk ondergaan. 

§ 2. Elke betrekking tusschen twee veranderlijke grootheden, 
het zij men die voorstelt onder den vorm yz=zF{x) of onder den 
vorni f{Xf t/) =:0, kan beschouwd worden als de vergelijking eener 
kromme lijn, waarvan de coôrdinaten der opvolgende punten do(»r 
a?, en y aangewezen worden. Hierdoor verkrijgt men eene meeraan- 
schouwelijke voorstelling van deîi aard dezer functie en van de ver- 
schillende waarden, waarvoor zij vatbaar is. Even zoo zal elke betrek- 
king tusstihen drie veranderlijke grootheden x^ y, z-, aangewezen 
door z=f{x, y) of door y {x , y, «) = 0, mits daarin twee dezer 
vcranderlijken van elkander geheel onafhankelijk zijn, steeds een 
gebogen oppervlak kunnen voorstellen, waarvan de achtervolgende^ 
punten tôt coôrdinaten hebben x, y^ x. Wij zullen ons vooralsnog 
bij de eerste soort van functiën bepalen, en de overige die tôt de 
meer zamengestelde behooren , later tôt een punt van beschouwing 
maken. 

S 3. Elke functie y van eene veranderlijke grootheid x , hetzij die 
tôt de algebraïsche of de transcendentale behoort (*), wordt gezegd 
eene onajgebrokene functie {fonction continue) tusschen de grenzen 
xzrzœi, en x:=x^te zijn, wanneer zij voor aile mogelijke tusschen 
liggende waarden van x , eindige en bestaanbare waarden van y 
oplevert, terwijl zij, ingeval eene of meer dezer waarden van y 
oneindig groot of onbestaanhaar worden , eene afgebrokene 



(*) Het onderscheid in den aard dezer heide soorteii van functicn , is recds in onze 

Lcssen cvcr de Uonycre Àlgchr-a ^ 2 verklaard. 
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fiinctie (/onction discontinue) tusschen die grenzen van x, genaaind 
wordt. 

Aldus zal y = A\/ [a^ — 0!^) y eene onafgebrokene fanctie van a: 
voorstellen, voor aile waarden van het veranderlijke élément, be- 
grepen tusschen irrzz— aen ;i?=-f-a, Hetzelfdegeldt vandefanctiën 
yz=:a+hx-\'CX^ + enz.y yzzisin.s, y^rtg x wellie voor aile vïraar- 
den vanâT, gel egen tusschen arrzn— co ena7zrz-|-co ,datis, voor aile 
mogelijke positieve en negatieve waarden van s , aan de gestelde 
voorwaarden voldoen. 

ai 

Daarentegen zal de functie y = afgebroken zijn tusschen de 

•1/ " 'O 

grenzen a? =.6 en x:=zc , c'^h zîjnde, dewijl voor x=.b, y on- 

eindig wordt. Met de functie y n=:a-4-- l/(^* — c-) , zal zulks even 

cens het geval zijn tusschen de grenzen ^=iO, a;z=zc, uithoofdc 
y alsdan onbestaanbaàr wordt. 

Beschouwt men hierbij de kromme lijnen , welke door de voor- 
gaande vergelijkingen voorgesteld worden , dan is het klaar , dat 
zij in het geval der continuiteit, een zaïiienhangend geheel vormen 
tusschen de punten , welker abscissen met de grens waarden van x 
ovèreêhstèramen , terwijî het tegenovergestelde plaats vindt in het 
geval der discontinuité! t, als wanneer de verschillende deelen 
eener kromme door geenen geleidelijken overgang aan elkander 
verbonden worden. 

Eene functie wordt daarenboven gezegd onafgebroken te zijn, in 
de nabijheid eener bijzondere waarde van a? = a , gelegen tusschen 
xzzzxi, en oîziza^j , bijaldien zij h are continuiteit behoudt tusschen 
die grenzen, hoe klein ook het verschil x^ — x^ gcnoraen zij. Het 
tegenovergestelde vindt plaats bij aldien de functie afgebroken is tus- 
schen die naauwe grenzen. Aldus zal in de functie yz=zAtg,Xy de 

TT 

continuiteit verbroken zijn voor a?zz:-. 

§ 4. In het begrip àer continuiteit ligt noodzakelijk opgeslotcn , dat 
indien men het veranderlijke élément van Xi tôt x^ laat aangroeijen met 
verschillen of incrementen , minder dan de kleînst te geven groot* 
heid bedragende , de overeenstemmende verschillen tusschen de 
waarden der functie y, insgelijks onbepaald klein zullen worden, 
zoo dat t/ inmiddels aile mogelijke tusschen waarden kan verkrijgen. 
Het zijn deze kleine verschillen waarmede men elke eindige 
verandelijke grootheid kan doen aanwassen of afnemen, welke in 
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de hooxjero wiskunde raet dcn naam van oneindig kleinen bcstem* 
peld worden, en welker beschouwing den grondslag der differen- 
tia<il rckening uitinaakt. 

Onder oneindig kleine grootheid verstaan wij alzoo eene grootlieîd 
die kleiner zij dan elke te gegeven gelijksoortige grootheid; zij 
hecft raitsdien geene lepaalde wnarde , maar kan naar welgevallen 
tôt hare limiet nul naderen. 

Het denkbeeld van oneindig klein staat in naauw verband met dat van 
oneindig groot, waaronder men , gelijk bekend is, niets anders verstaat 
dan eene onbepaalde grootheid , steeds grooter zijnde dan elke andere 
denkbare grootheid van dezelfde soort. Indien bijv. de verhouding 

— tusschen twee veranderlijke grootheden A en B oneindig groot 

wordt, kan zulks untstaan , het zij uit eene grenzelooze toene- 
ming van A , hetzij ait eene grenzelooze afneming van B. In dit laatste 
geval nu blijft -4 eene eindige, doch wordt B met betrekking tôt 
A eene oneindig kleine grootheid. 

S 5. Van veel belang is het hier aan te toonen dat, indien a en 
/5 oneindig kleinen zijn , voorstellende de gelijktijdige aangroeijin- 
gen van twee van elkander afhankelijke veranderlijke grootheden, 
de betrekking tusschen die oneindig kleinen vatbaar is voor eene 
limiet , welke , in het algemeen , eene eindige of bepaalde waarde 
verkrijgt. Deze eigenschap, waarin hetgrondbegripder diflerentiaal- 
rekening opgesloten ligt, kan uit de beschouwing eener kromrae 
lijn geraakkelijk aldus betoogd worden. 

Zij MM' [fig, 1 en 2) eene zekere kromnie tôt vergelijking heb- 
bende yz=:f{x), Laat PP' de eindige of bepaalde aangroeijîng A^ 
voorstellen, welke de abscis OP=.x van eenig punt M ondergaat, 
dan zal met de abscis OP'zizx-f'Ax , overeenstemraen de ordinaat 
M' P'=:y+Ay , zoo dat Ay de eindige aangroeijing M'N betee- 
kent, welke de ordinaat y ondergaat bij den overgang van het 
puntilf tôt het punt M'. De aangroeijingcn of veranderingen Aoo , Aj/ 
der ccôrdinaten œ,y worden ook met de benaroîng van differentien 
of eindige verschillen bestempeld. Zij zullen beiden positief zijn, 
wanneer een aanwas van œ tevens eene aangroeijing van y te 
weeg brengt, gelijk in de beide figuren het geval is. Het kan 
echter ook gebeuren , dat met eene positieve waarde van A^ , eene 
negalieve van A y overeensterat of omgekeerd , hetwelk van den 
loop der kromnie en dus, van don aard der gegevene fnnctie af- 
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hangt. Heeft roen bijv. y=.—, dan is het duidelijk dat x niet kan 
toeneraen zonder dat y gelijktijdig afneemt , of omgckeerd, zoo dat 
AiP en Aî/ hier noodzakelijk van tegengeslelde leekens zullen zijn. 
Niets belet intusschen cm die difFerenlien beiden als positief te 
blijven beschouwen, dewijl de bewerking , waardoor de eene in 
functie der andere bepaaid kan worden , van zelve het teeken 
doet kennen , waarraede Aî/, voor positieve of negatieve waarden 
van hx, raoet aangedaan zijn. Nu heeft nien,op grond van het hier- 
voren verkiaarde, de vergelijking 

« 

y-i'Ê^y=f(oc+Ax); 

derhalve 

Aî/^= f{x-hAx)'-f(x) , 

waaruit verder volgt , voor de betrekkîng tusschen de gelijktijdige 
aangroeijingen der beide coôrdinaten van eenig onbepaaid punt 
der krorarac, 

Ay _ f{x+i^x)^f{x ) 

Ax Ax ^ ^ 

Bij het aanhoudend verminderen vanAt/en A^, zullen depunten 
MfM' blijkbaar eîkander nieer nabij koraen. De teller en noeraer 
van het voorgaande gebroken nadercii elk in het bijzonder tôt 
hanne limiet nul ; doch met het gebroken zelve zal zulks niet 
even eens gesteld zijn, dewijl het, in het algemeen, eene bepaaide 
en eindige waarde tôt limiet verkrijgt. 

Iramers, de verhouding — beteekent niets andersdan de trigo- 

nometrische tangens van den hoek door de koorde of snijiijn MM' 
met de as der x gevorrad. Laat inen nu het punt M' tôt M 
naderen , dan zal de rigtiog der snijiijn al minder en minder af- 
wijken van die der raaklijn iKf (^ aan het puntilf, waardoor de rigting 
der krorame in dat punt wordt aangewezen , zonder evenwcl met die 
raaklijii te kunnen overeenkoraen , zoo lang Ay en Ax nog eenîge 
eindige waarden, hoegering ook, bezitten. De limiet van het gebroken 

— wordt alzoo voorgesteld door den tangens van den hoek MTX 

A^ 

tusschen de raaklijn en het positieve deel van de as der x begrepen, 
en is blijkbaar afhankelijk van de plaats van het punt (j?,t/) , omdat 
het in den aard eencr krorame lijn ligt, aanhoudend van rigting te 
veranderen. Zij kan dus insgelijks als eene functie van a:, die wij door 
fi{x) zullen aanduiden, beschouwd worden. Dienvolgens stellen wij 
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I'im(ff)=AW. ....... [2) 

Dezc nieuwe functie heeft de benaming van afgeleidf innciie (fonction 
dérivée) verkregen , uithoofde zij naar bepaalde regels , die wij stralcs 
verklaren zullen, uit de oorspronkelijke fimctic /"(^r) wordt afge- 
leid (*). 

§ 6. Het is tbaos duidelijk , welke zin in de vergelijking (2) op- 
gesloten lîgt. De differentien Aa?, Ay hebben nanielijk daarbîj geene 
bepaalde waarde , maar worden bescbouwd als verkeerende in een' 
staat van grenzelooze afneming ; zij komen dus , naar de vroeger 
gegevene bepaling (§ 4) hier eeniglijk als oneindig kleine groothe- 
den voor. Bij deze beschouwing worden zij , ter onderschei- 
ding der eindige differentien, genaanid differentialen ^ terwijl daar- 
enboven de grieksche A , in navolging van Leibnitz , den grondiegger 
van de leer der oneindig kleinen, alsdan door de romeinsche d 
ver vangen wordt , zoodat d^, dy de differentialen of oneindig kleine 
aangroeijingen van de veranderlijken a^ en y beteekenen , van welke 
notatie wij oos zallen blijvenbedienen (f). Dienovereenkorastig kun- 
nen wij als nu schrijven : 



^'"> (!!)=?.='.<"• 



De afgeleide fnnctie fi(x) stelt aUoo de waarde voor van de limiet 
der verhouding tusschen de oneindig kleine veranderingen , dy, dx, wetke 
eenige functie y en haar veranderlijk élément x gelijktijdig ondergaan, 
Men noerat de verhouding -— veelal het differentiaal quotient of de 

differentiaal coefficient der functie y. Voor soraraige bijzondere 
waarden van ar, kan deze limiet of co worden , hetgeen blijkbaar 
van de veranderlijke rigting der raaklijn in de onderscheidene pun- 
ten der krorarae afhankelijk is. In het eerste geval loopt die lijn 
evenwijdig aan, en in het tweede staat zij loodregt op de as der 
abscissen. 



/'*') De beroemde La&kan&e van wîen deze benaming^ afkornstig schijnt) stelde die 
afgeleide functie voor door y' ofy(a?). • 

(•f) Onze vaderlandsche wiskundigen zijn vrg algemeen gewoon tôt differentiaal- 
teeken te gcbruiken den letler d in den bijzonderen vorm S*. Wij zien echter geene 
voldoende reden , om hierin van de meeste buitenlandsche scliryvers af te vv'ijken. 
Lafer zullen wij gelegenheid hebben , het teeken cf toi cène raeer beknopte notatie 
der dififerentiaal verhoudingen te bestenomen. 
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§ 7. De voorgaande bescbouwing leîdt on» van zelf tôt de navol- 
gende eigenschap der fiinctien in verbaud tôt bare dîfferentîaal 
quotienten. Indien naraelijk eene onafgebroken fnnctie yz=if{x), 
tnsscben de grenzen ar^, a^i steeds toenemende of afnemende is , voor 

uf/ 

aangroeijende waarden van x, zal baar differentiaal quotient — 

tnsscben die grenzen eene positieve of negatieve waarde bebouden. 
Imraers» in beteerste geval blijven A^r, Ay van gelîjke teekens , 

zoodat de verbouding — ^ eene positieve waarde beboudt. In het 
tweede geval daarentegen verkrijgen Aaî, ùy ongelijke teekens , 
waardoor de gezegde verKoading negatief wordt ; en zalks geldt 
klaarblijkelijk eveneens van de limieten dezer verboadingen. Isnu 

/fit 

j/ = 0, voor a^Q = 0, dan zijn — en y gelijktijdîg positief of negatief, 

naar dat deze laatste positief of negatief is tnsscben de aangenomen 

grenzen; waaruit bij omkeering voîgt, dat zoo lang — positief of 

negatief is , de functie y , indien zij naraelijk , te gelijk met x ver- 
dwijnt, insgelijks positief of negatief zal zijn voor positieve waarden 
van ar. 
S 8. Volgens fig.(l) beeft men 

M']V=QN-hM'Q, 
en volgens fig. (2) 

dat is , wanneer men die beide geval len in eene enkele betrek- 
king zamenvat, 

M'Nz=QN± M' Q, 

Nu kan de lengte der lijn M' Q^ daar zij gelijktijdig met l\x tôt 
nul nadert, uilgedrakt worden door ^Aa?, waarin de factor ci> 
eene functie van x en l\x beteekent; wîj bebben alsdan, uitboofde 

^^" ^ — IdN' ^^ vergelijking 

dy 
Ay = -;- Ax ± tt>Aa; , 
dx 

Ay _ dy 

of -—=:■— ±(0. 

Ax dx 

Zoolang Ay > Ax eindige waarden beboaden , zal a> insgelijks eene 
dusdanige waarde, boe kleîn ook, verkrijgen, en men beeft 

Ay=r(ji(x) ±:w^Ax 
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terwijl men , tôt de Ihniet overgaande, als wanneer w nul worcît , 
zal mogen schrijven 

éyz=:f^{x)dx (^) 

en hierait besluiten, dat de differentiaal eener functie van x geîijk 
is aan het product van hare afgeleide functie met dx. 

De voorgaande waarde voor dy schijnt, strikt genonien, niet geheel 
naauwkeurig te zijn, uithoofde van het achterwegelaten van den twee- 
den term to^x, Deze wcglating ligt echter geheel in den geest der 
differentiaal rekening , welke geenszin.^ de hoegrootheid der on- 
eindig kleine aangroeijingen zelven , maar wel die van de liraiet 
der tusschcn haar bestaande verhoudingen in aanmerking neenit* 
Uit dat oogpunt bescbouvïrd, hebben de vergelijkingen 

dy =. /", (œ) dœ en dy rzr /*, {x) dx + <tidx 

eene en dezelfde beteekenis. Inimcrs , daar ta hier insgelijks eene 
oneindig kleine grootheid voorsteit, geeft de laatste vergelijking 

even als de eerste te kennen, dat de differentiaal verhoading — 

tôt limiet heeft f^ {x). Nu is in de vergelijking 

dy =z /*, {x) dx zt. ^dx , 

de term œdx blijkbaar oneindîg klein in verhoading tôt den voor- 
afgaanden , die reeds eene oneindig kleine M^aarde heeft , en oindat 
die terra uit twee oneindig kleine factoren zaraengesteld is, wordt 
hij beschouwd als eene oneindig kleine of eene differentiaal van de 
tweede orde, wanneer naroelijk dy en d^ differentialen van de eerste 
orde voorstellen. 

Het blijkt thans uit het voorgaande, dat indien men twee pun- 
ten Mf M' eener krorame op een* oneindig kleinen afstand van el- 
kander neemt, de lijnen PP\ M'N en QN^ differentiaal en van de 
eerste orde zullen zijn, de lijn M' daareutegen tôt de differen- 
tialen van de tweede orde zal behooren, en alzoo evenmin verge- 
lijkbaar is met eene der vorige, als eene differentiaal der eerste 
orde met eene eindige grootheid. Onder de voorbeelden van dien 
aard , vi?^elke de gewone meetkiinst oplevert, zullen wij het navol- 
gende bijbrengen tôt nadere opheldering van het begrip der onder- 
linge betrekking tusschen de oneindig kleinen der eerste en tweede 
orde. Voor eenen cirkelboog, die oneindig klein is,>zijn de koorde 
en de sinus mode oneindig klein, en wel van de eerste orde, 
omdat de verhoudi ng tusschcn twee dezer drie grootheden , zoo als 
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bckend is, (ot de eenheid nadert, en dus eene eindig^e waarde tôt 
liiTiîet hecft {*), De sinus versas daarentegen zal , omdat hij dcrde 
evcnredifje is tôt de raiddellijn en de koorde, noodzakelijk eene 
oneindig kleine van de tweede orde, en oit dien hoofde niet 
vergelijkbaar zijn bij de koorde of den sinns des boogs. 

Niets belet nu eene lijn te denken, welke ten aanzien van den 
sinus versus wederom oneindig klein is, en aizoo als oneindig 
kleine van de derde orde met betrekking tôt eene eindige groot- 
heid, of aïs eene oneindig kleine van de tweede orde met betrek- 
king tôt eene van de eersie orde, te bescbouwen is; en op die 
wijze voortgaande kan nien zieh eene reeks van grootheden denken, 
die oneindig kleinen van versehillende orde zuUen voorstellen , 
gelijk onder anderen het gcval is met de reeks 

a b c d 

■~f ~i » r» r enz. 
n n' n' n* 

indien men hierin n onbepnald laat aangroeijen. 

§ 9. Het gebruik dezer oneindig kleinen van versehillende orden 
in de differentiaal-rekening berust op de navolgende hoofdeigen- 
schappen , welke van veelvuldige toepassing zijn. 

P. Indien a en fi respcctievelijk twee oneindig kleinen van 

de n* en van de (n-hm)e orde befeekenen , zal bare verhouding - 

eene oneindig kleine van de m? orde worden, en alzoo nul tôt li- 
miet hebben. 

2*. Zijn zij beiden van de n^ orde , dan wordt de liraiet van bare 
verhouding eene eindige grootheid. Hetzelfde geldt van de l'erhouding 

— , indien a eene oneindis; kleine van de eerste orde en fi eene 

van de n- orde is. Hieruit volgt, dat elke oneindige kleine van 



{*) Men kan zulk» gemakkelijk aldus betoogeo. 

sin. g> 
Daar sin.q>(^q> is, zal altijd < 1 zijn. De boog?) is echteraltijd ^t^**. 9>, dewijl 

de regthoekige drichoek door den straal , de tangens en de secans gevormd 

cenen grooteren infaoud heeft, dan de ingesloten cirkel-sector. Derhalve heefl men 

&in. gt sin. g> sin. g> 

< 1 en > > COS. <p, 

q, ç tg. q> 

Maar cos. q> tôt de eenheid naderende bij het kleiner worden van g> , zoo zal de 

sin.g> 

verhouding noodzakelijk de eenheid tôt limiet hebben. - 

9 
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de n^ orde kan voorgesteld worden door een product van den vorm 
/fa'*, waarin k eeue eindige grootheid, en a eene oneîndig kleine 
Tan de eerste orde beteekent. 

3^ Van twee eindige grootheden ^ en ^ , tusschen welke een 
oneindig klein verschil â bestaat, raag de eene voor de anderege- 
nomen worden. 

Iramers , zij Az=: B-^â , dan is 

A ^ â 
B ^B 



Derhalve 1 



im.(^)=l. 



Bij het bepalen van de limiet der verhonding van die beide 
grootheden , raogen deze dus aïs voikoraen aan elkander gelijk be- 
schouwd worden. 

4®. Indien ^4 en ^ twee oneindig kleinen van dezelfde orde voor- 
stellen , waarvan het verschil â eene oneîndig kleine van eene hoo- 
gere orde is^ zal hare verhonding insgelijks de eenheid tôt limiet 
hebben ; want raen heeft wederom 

A , â 

— :3=l-i 

B ^B 

Is nu B van de n* en â van de {n-\-mY orde, dan kan raen, in- 

gevolge de tweede eigenschap, voor— schrijven fca'», waarvan de 

limiet nul is. In dat geval raogen dus die grootheden ^ en ^ , bij 
vergelijking raet ande're oneindig kleinen van dezelfde orde, als 
aan elkander gelijk besehouwd worden. Bij omkeèring laat zich 
hieruit tevens de navolgende eigensohap afleiden. 

5®. Wanneer de verhonding van twee oneindig kleinen de een- 
heid tôt limiet heeft, zal haar verschil oneindig klein raet betrek- 
king tôt elke derzelve, en alzoo eene oneindig kleine van eene 
hoogere orde zijn. Hierbij valtechterop teraerken^ dat het bedoelde 
verschil niet altijd eene oneindig kleine van eene onraiddelijk hoo- 
gere orde behoeft te wezen. In soramige gevallen- kan deze orde 
twee of raeer eenheden hooger zijn dan die van elk der twee groot- 
heden zelven. Zoo zal bijv. het verschil tusschen de tangens en 
den sinus van eenen oneindig kleinen boog der eerste orde, eene 
oneindig kleine der derde orde zijn, hetgeen terstond af te leiden 
is nit de gelijkheid 
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(1 — COS.Ç>\ 
\z=. tg<p sin, ver, ^, 

w.iarin de factor sin. ver. ç> eene oneindig^ kleine van de tweede 
orde îs. 

6<*. De limiet van de verhouding tusschen twee oneindig kleinen 
A en B verandert niet , indien men deze vervangt door twee an- 
deren ^' en ^' die daarvan verschillen, doch welker verhoudingen 
lot de beide eerste respectievelîjk de eenheid tôt limiet hebben , 
of , hetgeen betzelfde zegt (n®. 5) , indien de verschillen A' — A en 
B — 'B^ ooeindig klein zijn met betrekking tôt ^ en B. 

Deze stelling grondt zich onmiddelijk op de navolgende eîgen- 
schap der liniieten. 

De limiet van het produel van twee of meer veranderlijke -grootheden 
is gelijk aan het product der limieteriy waartoe zij elk in hetbiizonder 
naderen. 

Zij kaii aldus betoogd worden : Men stelle namelijk 

P = p{l+a) , />i = p,(H-ai) enz., 

waarin a, aj.. tôt nul naderen, dan zijn PtPtPt*" de limieten der 
factoren van het prodiict P. Pi..Pnj dat is van 

De ontwikkeling vàndat product geeft ^ 
en heeft blijkbaar tôt limiet pPf^pn, hetgeen te bewijzen was. 

A' S' 

Indien nu de verhoudingen — , — de eenheid tôt limiet hebben , 

A B 

ïs zulksook vtraarvan de omgekeerde verhoudigen — 75-— - , en daar 

A B 
4 Â' B' j4 

men voor -- schrijven kan het product ^r-^" 77» zoovolgt hieruit 
op grond der voorgaande eigenschap, 

Iim.(|)=Iim.(i,) 

Het spreekt van ze)f,dat deze stelling eveneens doorgaat, wan- 
neer sleohts eene der tvïree grootheden A en ^ op de hier bedoelde 
wijze door eene andere vervangen wordt. 

70. Heeft men eene uitdrukking bestaande uit de som van eenige 
grootheden A , B, C, D enz., welke oneindig kletnen van ver- 
schillendc orden voorstellen , dan zal deze uitdrukking mogen 
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beschouwd worden aïs cène oneîndig kleine van de laagste der 
versclullendc rang^orden, waarloe die groollieden behooren. 
Immers ,iijA = ka^y B =. &.«''+?, C=.k^a'*-^^ enz. , dan Ican naen 
voor de geraelde som sehrijven 

a» (h-^k^aP-\-hiai+ enz.) 

en hare verhouding tôt den factor a'*,dieeene oneindig kleine van 
de n* orde is, zal blijkbaar tôt Irmiet hebben de eindige grootheid 
k. Al de ternien die van eene hoogere orde dan de n* zijn, mogen 
bier gebeel achterwege blijven, zoodra men slechts ten doel heeft 
om eindige verhoudingen te bekoraen. Op dien grond bîjv. be- 
schouwt raen dan ook de sinus versus van een' oneindig kleînen 
boog als eene oneindig kleine van de tweede orde , boezeer de reeks 

- ?>'— -— --ç>* -h enz. 
2 2.3.4. 

welke de waarde van sin.ver. ip voorstelt tevens boogere raagten 

van fp dan de tweede bevat. 

§ 10. Men zal tbans gemakkelijk inzien, dat het acbtcrwege latcn 

van àçï\ term taàx in de vcrgelijking 

dy = )J(j?) àx + màx , 

niet gelijk staat met eene verwaarloozing van dien tenn, even aïs 
of men siecbts ten oogmerk bad eene benaderde waarde vaîi ày te 
bckomen, maar dat zulks, overeenkomstig den waren zin vnn de 
leer der oneindig kleinen , gebeel geoorJoofd is, omdatbier eeniglijk 
aangednid moet worden , dat de verbouding tusseben de diiferentialen 
dx, dy meer en meer nadert tôt de limiet /i (a?); wordendc daarbij 
tevens ondersteld , dat deze beide oneindig kleinen van dezelfde 
orde en dus nfet elkander vergelijkbaar zijn. Indien ecbter, 
voor bijzondere waarden van x , de functie fi [x) nul mogt worden ♦ 
betgeen plaats vîndt in die punten eener kronime lijn , alwaar de 
raakiijn aan bet punt {x , y) evenwijdig aan de as der x gerigt is, 
dan kan dy aïs oneindig klein ten aanzien van dx bescbouwd , en 
dus met eene oneindig kleine van de tweede orde vergeleken worden , 
als wanneer dy door wdx te vervangen is. Alleen in gcval y eene 
stand vastige grootbeid voorstelt, en dus de kromrae overgaat in 
eene regte lijn, evenwijdig aan de as der x, zal dy volstrekt gelijk 
nul worden, betgeen trouwens uit den aard der zake volgt, vcr- 
mits eene standvastige grootbeid geene aangroeijing toelaat. 
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Regels voor het differentieren der enkelvoudige en zamen- 
gesteldefunctiën eener enkeleveranderlijke grootheid. 

S 11. Onder het differentieren eener functie y=.f[x)y verstaat 
raen het hepalen der uitdrukking van hare differentiaal dy^ indien 
het veranderlijke élément a? de oneindig kleine aangroeijing dxon- 
dergaat; of hetgeen op hetzelfde neerkorat (§ 8), het hepnlen 
van de v^aarde der afgeleide functie fi[x)^oi van het differentiaal 
qaotient der gegevene functie. Na in de vorige les het grondbe- 
grip der differentiaal-rekening of van de leer der oneindig kleinen 
ontwikkeld te hebben, kunnen wij thans overgaan, tôt het opspo- 
ren der regels , naar welke de verschillende soorten van algebraische 
en transcendentale functien moeten gedifferentieerd worden. Het 
zamenstel dezer regels vormt, heigeen raen noemt, den ^/^orit/imu^ 
der differentiaal-rekening. 

Men zal uit de vergel. (3) § 7 reeds hebben kunnen bemerken, 
dat de waarde van dy den eersten terra voorstelt der uitdrukking voor 
de eindige differentie Ay , met veranderding tevens van £\x in dx , 
en dat ahoo de coefficient van dezen eersten terra onmiddelijk de 
afgeleide functie /^ [y) oplevert. Het differentieren eener wille- 
keurige functie van x^ korat dus eigenlijk neder op dezen alge- 
meenen regel: 

Men vervange x door x-f-dx, en ontwikkele de overeenstemmende waarde 
van y, in eene reeks volgens de opklimmende magten van dx, dan zal 
de coefficient van den term met dx aangedaan , de waarde der afgeleide 
functie fi(x) doen kennen j of met andere woorden ; De differentiaal 
der functie f (x) wordt gevonden , door in de ontwikkeling van het verschil 
f(x-\-dx) — f (x), al de termen bevattende de tweede en volgende magten 
van dx, aU oneindig kleinen van hoogeren rang achterwege te laten, 

§ 12, Passen wij dezen regel toe op eenige der eenvoudigste 
algehraische, logarithmische, exponentiale en gonioraetrische func- 
tien , als den grondslag opleverende voor het differentieren van aile 
overige meer zamengestelde functien van gelijken aard. 

Beschouwen wij te dien einde eerslelijk de functie y -=: x"\ 
m hierbij een geheel wiUekeurig getal ondersteld zijndc. 
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Uit de waarde van y vindt men terstoiid, 



\ni n^m 



Volgens hetg;een in onze Hoogere Àlgebra (24* les) betoogd is , 
heeft raen voor aile raog^elijke positieve of «negatîeve waarden van 
m , de ontwikkeling 

welke, daar het gebroken ^naar weigevallen klein kan aange- 

nomen worden , steeds eene convergerende reeks zal zijn. 

Derhalve 

( / - . Aa?^ - ) , , m.m-l ^/ v 

xniU 1-1 /"»— 1 1= ma?"^-! Aa^ + a:"»-'2^Aa?)* + enz. 

waaruit , naar den hiervoren opgegeven regel , volgt 

dx 

of d,y/ = d,x^ =zmx^-^dx (1) 

Regel. De differentiaal eener tôt eene standvastige magt verhevene 
veranderlijke grootheid wordt gevonden door deze magt^ na haren 
exponent met de eenhèid verminderd te hebben , te vermenigvuldigen 
met dien exponent ^ en vervolgens met de differentiaal der grootheid 
zelve, 

§ 13. Indien raen de ontwikkeling van het binoniiuni van 
Newton , waarop het betoog van den voorgaanden regel gegrond is , 
slechtsalsbevirezeu voor geheele positieve waarden van den exponent 
wilaanneraen,kan raen zichvande algeraeene geldigheid der fornt. 
(1) nog op de volgende wijze verzekeren. 

Laat eerstelijk m çene negatieve waarde — n hebben , n hierbij 
een geheel getal ondersteld zijnde, dan wordt 

— _L 

^~" a;« 

dus Ay ==: : 

{x-^àxY X" 



mx^"^ 
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ùy 1 1 (a?+Aa?)» — a?» 
en — = ; 1 ^— 

A« w» (x+Aoc)** l A« 

De eerste dezer factoren heeft blijkbaar tôt limiet -^ en de 
tweede nx"^-^ , vermits de aangehaaide formule ondersteld wordt 
voor geheele positieve waarden van den exponent m geldig te zijn, 
Wij besluiten dus, ingevolge de in § 9 betoogde eigenschap der 
lirai et en , * 

\Aa?/ dx a?2» a?«-t-i 

of dy = d.x"^ = mx^—^dx , 

waardoor de form. (1) insgelijks voor geheele negatieve waarden van 

f» bewczen is. 

p 

Bien stelle thans yzzix^, Hieruit volgt 

Zij z de waarde van elke dezer twee functien, dan zalmen , onidat 
p en ^ hier geheele positieve of negatieve getallen beteekenen, 
mogen sehrijven 

dz = qy^~^dy en di = px^~^dx, 

Derhalve Çy'^~^dy =. pxp—^df^ . 

welke vergelijking geeft 



dv = - ITT dx =^ dx = ?x' dx, 

X^ q 



q y- q ^-Z q 

en dus wederora de formule 

d.a?"* = ma?"»— i.da? 

oplevert, waarîn nu m aile mogelijke getallenwaarden kan hebben. 
De hiervoren verkregene formule 

d. — := — — T'jdx , . . . . . . (2) 

bevat tevens dezen afzonderlijken regel. 

De differmtiaal van het omgekeerde eener standvastige magt van eene 
veranderlijke grootheid is , op het negatieve teeken na, gelijk aan 
het product van den exponent dezer magt met de differentiaal der groot" 
heid zelve , en vervoîgens gedecld door de met de eenheid vermeerderde magt 
dezer grootheid. 

Voor m=z\ geeft de algeraeene formule (1) 
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dyx 



2Vx 

Rrgel. De differcntiaal van den vierkants wortel uit eene verander- 
lijke grootheid is gelijk aan de helft van hare differentiaal , gedeelddoor 
dezen vierkantsworteL Zîe hier nog enkele toepassîngen dcr alge- 
tïieene formules (1), (2). 

d x^ =: bx'^ds , d- =: -, d~= r, 

X x^ x^ x^ 

4 3 dx 
rflK** = --^xdx , d lyx^ =z ^ 

1 1 dx 1 1 dx 



Vx ^Vx^ p'x'^ I0a;f^a;^> 

S 14. Alvorens tôt de behandeling der overige functieo over te 

gaan , zal het noodig zijn eenige algeraeene stellingen te betoo- 

gen ,. waarvan bij het differentiëren van zamengestelde funetiën rae- 

nigvuldige Coepassîng wordt gemaakt. 

Indien y uit de som van een willekeurig aantal verschillende 

functien van x zamengesteld is, zal de differentiaal van y gelijk 

zijn aan de som der afzonderlijke diiSerentialen van deze functien. 

Zij nnmelijk 

y = f{x)-i-F{x)-^{x)+ enz. , 

dan volgt hieruit, 

Ay f{x+ùx)-fx , F(x-^£i,x)-Fx . 
7—= T h 7 4- enz. 

hx Ax Ax 

en dus, tôt de. limieten der afzonderlijke verhoudingen overgaande, 

korat er 

du 

'dx ~ ^^^^^ "*" ^^^^^ "^ ^*^^^ -*-enz. 
of wel dy z= df{x) + dF{x) -h d^(x) + enz. 

Ilet is klaar dat onder som hier eene algebraïsche som te 
verstaan is , vermits eenige dezer funetiën ook met het negatieve 
teeken kiinnen aangedaan zijn. 

Indien yz=:af(x) is, de factor a eene standvastige waarde heb- 
bende , zal ook dy = adf[x) zijn , hetgeen terstond af te leiden is 
uit de vergelijking 

Ly a{f [X'\-l\x)-fx) 

Ax A4? 

Elke standvastige factor waarmede eene fnnctie aangedaan is, 
komt dus op gelijke wijze in hare differentiaal voor. 



^ 
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' Door toepassing der beide voorgaande stelliDgen op de functie 

o 

x^ 
vindt men terstond 

S 15. Wanneerîn de vergelijking y = F(«), het veranderJijke 
élément z teirens eene functie is eener andere veranderlijke groot- 
heid X , zoo dat men heeft xz=f{x) en dus y =. F(fx) , dan wordt y 
aïs functie eener functie beschouwd , en hare differentiaal ten aanzien 
van X als onafhànkelijke yeranderlijke, laat zich aldus bepalen. 
De vergelijking y = F(z) geeft de verhoudîng 

Ay_ J'(g+Ag)--F(g) 
Ax A^ ' 

waarvoor men insgelîjks kan schrijyen , 

Ay _ Fjz-^M—Pj^) . Ai 

Ax A2 A^* 

Tôt de liraieten van elk lid dezer vergelijking overgaande , komter 

dy _ dF(z) dz 
dx dz da? ' 

dus dy=:^.^.dx = FMfi{^)dx (3) 

Deze formule Mrordt met vrucht aangewend bij het diiferentiëren 
van zamengestelde functien. Zij b. v. 

y = A}P^{axn^)\ 

h 
Stellende hierin ax^ -\ — -^^^ z, en dus y zzz À}P^z^^ 

dan is ^ =: aI a?""'» 

dz p 

d» wô 

wijders — =znax^—^ 



dx a?'»+i' 

Derhalve 

g 

dy = -if aiP»H — V (nax''-^ -~r^)^' 

De gevondene form. (3) leert ons tevens dat men clke differen- 
tiaal betrekking 

dy z= ^dz 
^ dz 



1 
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tusschen twee Tcranderlîjken grootheden y , js , ran toepassing kan 
maken op hetfgeval, waarin z fiinctie eener nieuwe veranderlijke 

s wordt,* door siechts voor den differentiaal factordz te schrijven het 

dz 
product — . dx. 

Veronderstellen wij thans datmen uit een ige functie y=zF{z) bîj 
onikeering afgeleid hebbe z=.f{y)^ dan zal raen, volgenshet voor- 

gaande , raogen schrij ven 

du dz 
dyzzz-/.. --. dy, 

^ dz dy ^ 

DerhaWe -£~F,{z) = - = 



dz '''~t~U[y)' 

dy 
«l« ^, 1 1 

ds 

xoodat bij de onikeering eener functie, de nieuwe differentiaal rerhou- 
•ding ook het oragekeerde der aanvankelijke wordt. 

fleeft men bijv. uit y=.x^ reeds gevonden -^=i:na?'»-*,danzal, 

dx 

voor de oragekeerde betrekking x =.^y , waarin nu x als functie 

dx 

van y voorkomt, het differentiaal quotient -— tôt waarde hebben 

1 1 1 --1 
- = r, dus d4? = -y" dy. 

^y^~n 

s 18. Laten X en Xi functien van x zîjn , en yz=XXi gesteld 
■worden , dan heeft men de differentiaal betrekking 

dy = XdXi •+- X^dX. 

Om zulks te bewijzen , merke men op, dat bij den overgang van 
s\nx + dXy X en Xi insgelijks met hare.cjifferentialen aangroeijen, 
en alzoo veranderen in X + dX en X^ + dX^ ; derhalve korat er 

dy =, [X + dX) (JTi + dX{^ — XX ^ nz XdX^ + X^dX + dXdX^ , 

en dus met weglating van den laatsten terni, die als oneindig klein 
ten opzigte der beide voorgaande te beschouwen is, 

dy = d(ZZ,) = XdXi + X^dX (/*) 

Deze uitkomst leidt tôt den volgenden regel : 
De differentiaal van het pToduct van twee functien , is gelijk aan de 
$om der producten van elke derzelve met de differentiaal der andere. 
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Schrijft men de formule (4) onder dezen Torm 

dy _ d(Jrjj) _ dX dJi 

dan laat zij zich gemakkelijk op het differentîëren van een product 
van driejof meer fanctien uitbreiden. 

Immers, de fanctie X| door het product X^X^ vervangende, vindt 
men , op grond der Toorgaande formule , 

d(XX|X ,) _dX d( JtXa) _ d J dXi dX^ 

DerhaWe 

d(XX,Xj) = X,XjdX+XX,dXi-f-XXidXj. 

Op gelijke wijze voortgaande, zal men voor een prodact van 
een willekeurig aantal fanctien , bekoraen , 

d[XXtX ^...Xn) _ dX dXj^ dXn 

Men leidt hieruit dezen algeraeenen regel af. 

De differentiaal van het product van een wUlekeurig aantal n functien, 
wordt gevonden door de differentiaal van elk derzelven te vermenigvul^ 
digen met het prodtict der n — 1 overige functien^ en deze uitkomsten 
vervolgens hij elhander op te tellen, ^ 

Voor Xi^=:a zijnde eene stand vastige, verandert de form. (4) in 

d,aX =: adX f 
hetgeen met het reeds in § 14 gevondene overeenstemt. 
S 17. Indien y =r — is, zal men hebben 

/ X \ XidX — XdXi 

'y='ix)= li (^) 

Om hiertoe te geraken kan men aldus te werk gaan. Men geve 
aan y den vorra van het product ^X~, dan volgt uit den hiervoren 
betoogden regel voor het differentîëren van een product , 

Berhalve 

X . X,dX—XdX, 
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Hierin lîgt de navolgende regel opgesloteu: 

De differentiaal van eenig gehroken wordt gevonden door het prodvkct 
van den noemer met de differentiaal des tellers^ te verminderen met het 
product van den teUer met de differentiaal des noemer s y en dat vereehil 
te deeUn door het vierhant van den noemer, 

Men'kan deze uîtkomst ook aidas verkrijgen: 

Uit y =— volgt X= Xiy, en dus, na différent iatie van beide leden 

dezer vergelijking , 

dX =. Xidy-^ydXi, 

^ r . . dX—ydXi ^^—^^^i 

Derhalve dy = ~ — - = ~ » 

J^i Xi 

XfdX-'^XdXi 
01 dy =. =— , even als hiervoren. 

Yoorheelden ter toepassing, 

1^ Zij y = (ar+a) 1/ (a;»— 6»). 

20 . y = [x-ha) {x+h} (a?+c). 

dy = I {x+a) {x+b) + (x-Hi) {x+c) + (ar+6) (x-H?) ! dx , 
of , na oniwikkeling 

dy = (3x2-f.2 (a+&-H) x+alh+^C'+'hc) dx. 

x^ — a 
2 (a?* — a) xd$> — 2 (x*-f-a) xdx kaxdx 

Voî — a/ \ar — a/ 
^ ^^\a?-H»/V (a^-<»)« - /~(a-— 



— ada? 



(ar— <i)* - / [x — alKla?*— a*)* 
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Met behulp der voorgaande regels laten zich thans de differen- 
tialen vinden van aile soorten Tan algebraïsche functien, zoo aïs 
later meer in het bijzonder blijken zal. 

§ 18. Onder de transcendentale functien komtin de eerste plaats 
in aanmerking de fanctie 

y = log,x, 

Deze geeft voor de verbonding der gelijktijdige eiodige dif- 
fereutien , 

Ay log* [x+Ax) — log.s 

_ %■ (t+ ^ ) ^ , ;„^.(,^) ^ 

A^ X a 

z^nde naraelijk bierin de breuk — z= a gesteld. 

Door oniwikkeling van log. (l+a) in de bekende reeks [Soogtre 
Algebra § 244) 

M (a — :^a^^:^a^ — enz), 

welke voor a<l steeds convergent is, besluîtmen terstonddat, voor 

oneindig kleîne waarden van a, deverhouding — '- tot]lim.iet 

heeft den modulus M van bet logaritbraen stelsel waartoe y beboort, 
ZOO dat -r- = — wordt. 
Dezelfde iiitkomst verkrijgt men însgelijks door voor — - te schrijven 

- lo(/. (l-|-a)<*. Immers, voor oneindig kleine waarden van a is, de 

X 1 

limiet van (l+a)«=:6. (Eoogere Algehra § 243). 



Berbalve 



dy log.e M 



dx X X 

Men beeft mitsdien voor de gezocbte differentiaal 

dy z=z d hg. X = ,...,. (6) 

vraarnit deze regel voortvloeit. 

De diffirentiaal van den logarithmus eener veranderlijk grootheid is 
gelijk aan den modulus gedeeld door deze grootheid, en vermenigvuldigd 
met hare differentiaaL 
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Voor y=:l {x), zijnde de letter 2 hier en in het vervolg gebruikt 
tôt aanwijzing Tan den Neperîaanschen logarithmus, gaat de voor- 
gaande uitkomst over in 

dx 

X 

Heef t men y = log. ax = log. a+ log, x, dan is, indien a eene stand- 
vastige beteekent, 

' Mdx 

dy = d log, x z=z , 

X 

zoodat bij deze difierontiatie de standvastîge a geheel rerdwijnt. 

S 19. Het zoo even gevondene leidt onmiddelijk tôt de differen- 
tiaal der exponentiale fanetie 

waarin a eene standvastige voorstelt. Men beef t hierait bij omkeering : 

l{a) 
dus , volgens form. (6) 

• dx = -^^ 

ym 



^z=yl(a)=za^l(a] 



en — = y2(a)=:a^l(a) 

of dy=zd.a^=:a^l{a)dx (7) 

Regel. De differentiaal eener veranderlijhe magt van eene standvastige 
grootheid is gelijk aan die magt vermenigvuldigd met den Nep. loga" 
rithmus dezer grootheid en met de differentiaal van den exponent. 

In het bijzonder geval Tan a=ze, heeft men 

d,e^ = e^dx. 

Het zal niet onnnttig zijn hier aan te toonen , dat de forra. (6) 
tevens dienen kan ora daariiit de differentiaal Tan a?"», m eene 
standTnstige zijnde, zoo niede de differentiaal Tan het prodoct Tan 
een zeker aantal Teranderlijke grootheden af te leiden. 

TJit de Tergelijking y = ^r"» Tolgt namelijk Toor aHe mogelijke 
waarden Tan m, 

l(y) = ml(x). 

Van beide leden dezer vergelijking de differentiaal neraende 

korat er 

dy dx 
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Berhalve dy zr: — dj; = ma!^^-^ dx\ 

X 

£ven zoa voigt uit de vergelijking 

l[y) = lÇS) + l{X,) + ...l[Xn). 



dy dX dXi ^ dXn 



Berhalve 



y X Xt, Xn 

zoo als reeds hiervoren (§ 16) gevonden is. 

Op gelîjke wijze geraakt men tôt de dîfferentiaal der exponen- 

tîale fanctie 

y=zx' 

waarÎR z eene functie van x aanduidt. 

Tôt de logarithraen overgaande^ en vervolgens naar de regels 
van SS 16 en 18 differentiêrende , bekomen wij 

l{y) = zl{x), 

dy . . dx 

-^=z l(x)dZ'\'Z — . 
y ^ ' ^ X 

Berhalve 

dy = d,x- :=x^ l (x) dz -f- zx^-^dx , 

dz 
=z{x' la?— + zx^—^)dx. 

In het bîjzonder geval van z:=x, verandert de voorgaande uît- 
komst in deze 

d.x'^=:x^il{x)-hl)dx. 

Om de fanctie z = c^y* te differentiëren , heeft men , denzetfdeit 
weg als hiervoren inslaande • 

l (s) = yl [x)+xl (y) , 

■ ^- 

pjr dx dy 

— = y \-l {x) dy+x h / (y), dx ^ 

z X y 

dos d.xyy'=:xyyy I n-+[ly)\dx+C^l{x)\dy | 

waarin nu, indien x de onafhankelijke veranderlijke is, dy door 
~—.dx kan vervangen worden. 

dx 
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AU toepassingen der formules (8) en (7) knnnen nog de naToIgende 
voorbeelden dienen : 

dy=' 



dy = 



Mds 



Ten einde het differentîëren dezer functie gemakkelijker te maken 
scbrijye nien haar onder den vorni 



y= ^pogia+ar)— to^.(a—^)l 



dan komt er , 

Il T'"'^ piMdx Max 
dy = - ( H 

2 apMds 



dy=z 



q(a^ — a^) 



3. \ v(i+s)+y{i-.<.) 

Na teller en noemer van dat gebroken met d^ teller vermenig- 
vuldigd te hebben , verandert deze fonctie in 

dy = dl{l+\/(l — x^) — dl(x) 

— xdx 

dy= ^(^-^') _ f^ _ —^^ 

1+1/(1—0?» X a;V(l—x^y 



of 



dy = a^^\a)d.{h^) = a^^%H[a)m dx. 

dx 

dy—Ma^'^S'-nia)—' 

X 
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S 20. Toi de enkelvoudige gonioraetrische functien behoort in 
de eerste plaats 

yz=. sin.x. 

De verhouding der eindige dîfferentiën van y en œ, is hier 

Ay *tn, (j?+Aic) — sin. x, 

Ax Aa? 

Om de limiet dezer verhouding te bekoraen kan raen , zonder 
daartoe eene oniwikkeling in eene reeks Tolgens de niagten van 
Aa? te gebruiken , het voorgaande gebroken , op grond der be- 
kende gonionietrisehe forranle 

m. a — sin, P = 2 sin. I — r— Icos. l — ^/ » 

ook onder dezen vorm schrij^eo , 

Ay s%n.lAx 

Ax iAx ' 

Baar nu^ Aor tôt nul naderende, de eerste factor tôt limiet heeft 
de eenheid (§ 8) , en de tweede alsdan tôt cos, x naâert , zoo volgt 
hieruit onmiddelijk yoor de begeerde differentiaal 

dy=zd. sin.x=zco8.xdx (8) 

waarin nu dx , even als dy , ondersteld wordt in deelen van den straal 
nitgedrukt te zijn. 

Men zoude hierbij ook van de navolgende redenering hebben 
kunnen gebruik niaken , welke raeer onmiddelijk op de leer de^ 
oneindig kleinen steunt. 

Oradat y+dy = sin- {x-^) 

kan gesteld worden, heeft raen 

dy zz: m. (x+dd?) — sin. x, z= cosa sindX'i-{€Oi,dx — 1) sin, s 

= cos, ssin. àx — sin. xsin, vers.dx. 
De tweede terra eene oneindig kleine van de tweede orde zijnde, 
en sin.dx door den boog dx zelven kunnende vervangen worden 
(§9), zoo besluit raen hieruit onmiddelijk, 

dy = cos.xdx 

ons leerende dat de differentiaal van de sinus eens hoogs , tôt fjDoarée 
heeft het product van zijn' cosinus met de differentiaal des hoogs. 

Voor positieve waarden van dx , zal dy insgelijks positief z^n , 
en das de sinus te gelijk met den boog x toenemen , zoo lang deze 
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tusschen en -— gelegen is , terwijl het tegenovergestelde zal plaatar- 

vinden zoowel voor aile waarden van x begrepen tusschen -— en ît, 

als voor die , welke tusschen ^ en —— zijn gelegen. In dit laatste 

geval nogtans wordt de sinus zelf negatief , en is aan de nega- 

tievezijde toenemende. Voor waarden van a? tusschen — en 27r, 

zal daarentegen de sinus aan de negatieve zijde eene positieve aan- 
groeijing verkrijgen; hetgeen ailes uit de beschouwing eener figuur 
bevestigd wordt. 

§ 21. De form, (8) kan tôt grondslag strekken bij het bepalen 
der differentialen van al de overige goniometrische functien, zoa 
als wij thans zullen doen zien. 

Door eerstelijk in deze formule ^ voor or te schrijven , gaat 

zij over in ^ 

y z=z nn, \-^ — s)= cos- x 

dus dy =- d. COS. x =z sin, x. d(- x) =. — sin. xdx . . .(9) 

Het negatieve teeken waarmede deze differentiaal aangedaan is, 
toont van zelf aan, dàt de cosinus van elken boog begrepen tus- 

schen en — , of tusschen — en r , aan de positieve zijde afneemt ^ 

of aan de negatieve zijde to^neenit , indien de boog aangroeit ; ter- 
wijl het tegengestelde plaats vindt voor boogen tusschen « en 
— , of tusschen — en 2n gelegen. 

De form. (9) leert ons dat de differentiaal van den cosinus eens 
hoogs gelijk is aan het product van sijnen sinus met de differentiaal des^ 
hoogs negatief genomen. 

Differentiëren wij thans de formule 

sin,x 

tgx =: 

cos, X 

naar den regel van S 17, dan verkrijgen wij, met toepassing van 
het hiervoren gevondene, 

COS. X. cos.x dx H- sin, x sin* x dx 



d,tgxz=. 



cos. ^x 



of d.tgx = -^ (10) 

cos. ^x 
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en door hierin x voor x te schrijveii , korat er 

d.coLxzzz (Il) 

sin. ^x 

waarait wij nog de twee navolgende regels afleiden. 

De differentiaal van de tangens eens hoogs U gelijh aan de differentiaal 
des hoogs y gedeelddoor het vierkant van den cosinus van dezen hoog. 

De differentiaal van de cotangens eens hoogs is gelijk aan de differen- 
tiaal des hoogs negalief genomen , gedeeld door het vierhant van den sinus 
van dezen hoog, 

Wijders geven de formules 

1 1 

sec, x:=i , eosec, x 



cos.x stn.x 

terstond 

sin, xdx — cos, xdx 

dsecx ■=. — , d cosec, x :zr r~- , 

cos, ^x sin.^x 

dat is ia woorden - 

De differentiaal van de secans eens hoogs , is gelijk aan het product 
van zijnen sinus met de differentiaal des hoogs , en gedeeld door het vier- 
hant van den cosinus van dezen hoog. 

De differentiaal van de cosecans eens hoogs , is gelijk aan het pro- 
duct van zijnen cosinus met de differentiaal des hoogs negatief geno- 
men, en gedeeld door het vierkant van den sinus van dezen hoog, 
Wij hebben daarenboven nog de differentiaal formules, 

d.sin,vers. x ■=. d{\ — cos.x) = sin. xdx 
d, cos, vers, x •=. d(l — sin.x) = — cos, xdx 
d,koorde x = d,2sin,\x =zcos.jXdx. 

S 22. Gaan wij thans tôt de omgekeerde gonioraetrische functien 
over , waarbij naraelijk de boog in f anctie der goniométriscbe lijncn 
wordt uitgedrukt. 

Beschouwen wij in de eerste plaats de functie 

yzzzB. sin. x , 
waaruit Tolgt 

X =z sin. y , 

dus dx = cos,ydy =z V(l — x^!)dy. 
Derhalve dy :=idB, sin.x =: — (12) 



28 DI FFERENTI AAL-REKENING. 



Omdat B,co8 x = — — B «m x » volgt uit de Toorg^aande uitkomst 



onmiddellijk 



dx 
â.Bcoi.x = - ^^^_^^^ (13) 



De fanetie yzzzBtgx geef t 

tgy = x 

dy 
dus — ^=dx 



cos.^y 



en dy ^=- dx cos^y = ^^ ^ ^ ^ . 



Derhalve 



dx 



Daar iiu ook 



heeft men terstond 



dx 

<^^*9^ = i:^ (W) 



B. cot X == r— ^ tg(X^f 



dB.cotxzrz — (15) 



Wijders geeft de fanetie 

y =: j9 sec, x. 
sec, yz=:x f 

^«» 8in.ydy ^ 

r— =:aar, 

COS. *y 

, cof. y dx 

en dyz=i dx ^ = 

sec. y tg.y sec. y 



i 



dx 
Derhalve d.Bsec.x=. — — -; — -, (16) 

x\/{x^ 1) ^ ' 

waarait Tolgt dB.cosec.x =r — -t-t — -t.. .... (17) 

^ xV{x^—l) ^ 

Eindelijk hebben \vij nog 

y=zB sin vers, x 

X zzz sin vers, y 

dus dûs=zsin.ydy 
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àx dx 

en ay = ~ — = — -i r-^ 

s%n,y V(l — cos.^y) 

dat is dBsinver.x = -r- (18) 



Op gelijke wijze vindt men , 

n dx 

dB €08. vers, x = ~-^ ït» ...:.; (19) 

\/{2x—x^) ^ ' 

Uit al de voorgaande formoles laat zich nu gemakkelijk het 
navolgende algeraeene overzîgt van de differentialen der meest een- 
voudige goniometrische fanctien zamenstellen. 

n sin.nx dx 



d. $%n. nxz=zn cos, nxdx à. sec. nx = 



cos.^nx 
— n COS. nxdx 



d. COS. nx = — n sin.nx dx d. cosec. nx:=^ . , 

stn.* nx 

M **da? , , - 

d. tg. nx = — - — d. sinv. nxz=zn s%n. nx dx 

008.^ nx 

- — ndx , ««a? 

d. cot.\?^^ = -7—;; — d. koorde nxz=zn cos. —- dx 
sm.^nx à 

d.Bs%n. - 



r V(r2— a?*) 

-, X —'-dx 

dBcos. ~ = 



r V (»•* — x^) 

,-, X — rdx 

dBcot. — = 



dBsec. — r= 



xV{x^ — r*) 



ar — rdx 

dBcosee. — = 



r xV{x^ — T^) 

dBsmv. — 



r l/(2ra>— ^) 
dBcosx. - = 



r V{2rx — x^) 

X 2dx 

dBkoorde- = 



r V'I^r* — x^) 
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§ 23. Behalve de gooiometrische functîen, heeft men nog de 

logarithmen dezer f anctien te beschoawen , welker differentialen wij 

hier laten volgen. 

Md fin. X 

d log.sin, x ■=. z=,Mco%. xdx, 

<tn. X 

Mdcos.x 
d log. COS. X •=. zz: — Mtg. xdx. 

COS. X 

M dtg X Mdx 

dlog.tg X :=. - — 



tg X sxn.x cos. x 

— Mdx 



d log.cot. X z= — d log. tgxz=. 

s%n. X COS. X 

d log. sec. x =. — d log.cos.x :=:Mig xdx. . 

d log.cosec.x =• — d log.sin.x =. — M cot. xdx . 

Mdsinv.x Msin.xdx .^ i ^ 

dlog. smvers. x •==. -, =— ; — = -w cot. - xdx. 

sxnv. X 1 — cos.x ' 

M d COS. vers. X — M cos. xdx __ ,_« - ,^ 

d log.cos.vers.x = = — ; : = — m tg (45 -\~ix) dx. 

^ COS. vers. X 1 — sm.x 

Md koorde x M , , 

d log. Koorde x =. — ; = -Trcot.i xdx. 

koorde X 2 

S 2^. De onbestaanbare functien eindelijk verdienen raede af- 
zonderlijk in overweging genomen te worden. 

Deze altijd tôt den vorm yz=: P-\-Q\/ — 1 kunnendegebragt wor- 
den, waarin P en Q willekeurige functien van het veranderlijke 
élément x voorstellen , zoo heeft men voor de betrekking der ein- 

dige differentiên 

Ay = AP + V—IAQ 

, Ay AP . ^ ,A0 
das — - zzz f- 1/ — 1 — . 

A^ Ax Ax 

Bij het overgaan tôt de limieten der voorgaande verhoudingen , 
verkrijgt men 

dy dP , ^dQ 

dx dx dx 

Derhalve dy = dP + V—\ dQ , 

ten blijke dat men bij het dîfferentiëren van onbestaanbare groot- 
heden , den factor V — 1 , even als eenen bestaanbaren standvasligen 
factor kan behandelen. 
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De \raarheîd hiervan laat zich onder anderen bevestigen door het 
differentiëren der functie ^*+y', wanneer deze in hare onbestaan- 
bare factoren a-^yV — 1 , a; — yV — 1 gesplitst wordt. Men heeft als 
dan, naar den regel van § 16 : 

û(X'\-yV — I) (^ — yV — 1) z=z[x+yV — 1) [dx — dyV — 1) 

-^(x — yV — 1) (dx-^yV — I) 

= {^+yV — 1+^ — yV — 1) dx~i-(x — yV — 1 — X — yV — 1) dy V — 1 

z=z2xdX'-{-2ydy, welke uitkorast men eveneens door regtstreeksche 
toepassing der form. (1) op de gegevene functie, zoude gevonden 
bebben. 

S 25. Na in de voorgaandene §§ de onderscheidene regels betoogd te 
bebben , naar welke de verscbillende soorten van functien gediffe- 
rcntiëerd worden , acbten wij het thans niet overbodig , ten slotte 
dezer les eenige voorbeelden op te geven, door welker bewerking 
men zich in de toepassing der bedoelde regels verder zal kunnen 
oefenen , en hierdoor de zoo noodzakelijke vaardigheid verkrijgen 
in het differentiëren van zamengestelde functien. Te dien einde 
zullen wij bij de bierna volgende functien eéniglijk de uitkomsten 
der differentiatien mededeelen. 



ALGEBRAÏSCHE FUNCTIEN. 



10. y=: 



Voorbeelden : 

X/* (a-f-5j?-î-cx*). 



dy = 



Uiticomsten : 



2°. y =«|^(arm+a)^. 



«•. y = i+ 1/ ( r2— (a;_o)j j . 



2l^ (a-\-bx-\-cs^) 



nm(] 



dif = x'n-i-^ (x^+df^^dr, 

P 



,a-\-x ,a — T\ 

^a—x/ ^a-\-x^ 



ra-\-x. 



dij = 



dy = 



— {x — a)dx 






V^ (a«— a«j5 






^y = --, 



{ah^-^3r^)dx 



6^ y = 



70. y 



2a-\-hx 



dy 



8». y= i^r.7«H-a«V^(.î«H-o)«). 



db= 



ibi—4ac)dx 

{2x1^ (x^+a^j-^a^jxdx 
31/ (a2-|-a8)I^ (a^-^a2 1/ (a:«-|-û«))« 



dj = 
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TRÀNSCENDElITiLB FUNCTIBN. 



Vaorheeîden. 






3°. y = log, (xH-l/ (a«-a«). 



4. y =/, j JH-2(?a:H-2K' c(aH-ôa:-f-cx«) | 



5. y=/. i iyb{a'+h'x]-hl^b'{a'j-hx) \ « 



6. y:=z 



( 2cj:— J-M/ (4acH-6«) | 
2ca:— 6— V^ (4acH-A«) j ' 



l.y=il. 



a sin.ç — h eos.qt 



8. y = 



0. y = fo^. 



161/ (a* —xi)-\-x-\^ (al — i» ) i | 
3:1/ (a— 1}+ 1/ (1 — x* ) 



10. y = 



11. y = /. 



1/(1— ax«) 
( 1/ af3:+5)^i/ 6(3:4-a) | * 

1/ (c— 6) (x— ûf)— 1/ (c— a) (x— A) i * 



l/(c-a:) 



12. y = 

13. y = 

14. y = 



\1 — l/ar/ 1/a: 

sin. (a + g>) 
«w. (a — g>)' 



C^itlEOlIKtM. 



dy z:zM 



(ib-^-cx) dx 
a-^bx-j-cx* 



dy = 



20^9 Mdx 



dy = 



dy = 



dg = 



dy 



p a* — i*a* 

Sidx 

l/(a,«— o«)' 

l/ccïr 
1/ (aH-ia:+ca«)* 

1/ 66'.<ir 
l/(oH-6x)(a'-f-6'a:)' 

l/(4«cH-6»)<ir 
a-i-bx — C2* 



2a6(i9> 
o*«».*V — b^cos.^ip' 

b\^(a^—b^)dx 



dyzn 



dy = 



<fy = 



(i2-_a;«)l/(a»— x«)* 

1/ (a — \)dx 
(1— aa:*)l/(l— j;>)* 

1/ a5.(f2: 
arl/(a:-f-a)(a:+ô)' 



1/ (c— fl)(c — b)dx 

(c— a:)!/ (x-— a)(a:— 6)' 



rfy = 



— /. (1 — x)dx 
Zxl^ X 



dy = a«+'^^-*-y^(/?H-2yx)/(a)rfx. 

«tn. 2 a <f9> 
dy^ ~ 



15. y = a «»n. 



ax 



1/(1— a»ar») 

17. y = ç» «».w» V. 

18. y =: f£fi.*»9) cos.^ç. 



dy 



— /.» 



*»».*(a — v) 
ax 



dx 



a* cos. 



1/(1— a»x») 1/(1— o«xi)s 

dy =: 2(A'^S)sin.g>cos.9dq> = (^ — £)«tn.29<ii^. 

rfy = 9»— **tn.»»— <g> {m<pcos.gf-^n sin,q>)d9. 

dy zz tfifi.w— '<^c6*.«— <^(f/i cos,^gi,-^niin,*9)d(p. 
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Voorheelden. 



Uitkomsten. 






20. y =: L 






rfy = 



a~\-hco8.9 



21. y = ^««.(1— a:>). 



22. y = Bsin.2xi^(l'^x^). 



23. y = B COS. 



24. y = J9f^. 



a — X 



a-\-x 



X 



1-x 



dy = 



dy = 



dy = 



dy — 



— 2dx 
2(^r 

(a~\-x)\/^ x' 

dx 
1— 2a:H-2a:«' 



Z6. y ■=. B cot. 



a-hJ: 



a — a: 



rfy = 






26. y -=. B sinvers, 2 co^. 9>. 



«?y = — dyv^(lH-5Cc. y). 



27. 



y=:i?.^.V/(^) 



COJ. 9>. 



dy 



aM'n.'9> — 1 



28. y = BcosA ; V 

^a+o cos.qt* 



<iy = . 

a-^bcos, q> 



29. y =: B tg. 1/ (^). ^flf. \ 9- 



dy = 



2(aH-ico*. 9) ' 



30. y = i9 f^. 1/ (— :^)' ^^- «>• 



dy = 



1^{a-^b)(a+c)d9 
a-i-b sin.^gt-^c cos.^9' 



31. y = B cos. 



bl^{a^—x^) 






32. y = Btg.l^ 



a{x — b) 
b(x-^a) 



ï/ ab . da: 



83. y = Btg.\^{- ). 



rfy = 



da: 



2 1/ (a+a-) 6— a;) 



34. y = J? ^^. 1/ 
I. 



(c — J) (x — a) 
{c — a) {b — x) 



__ l>^(c— a)(c— 6).dr 
^ "~ 2 (c— a:)l/ (a:— o)(J— a:)" 

3 
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ZAMEN6ESTELDE FDNCTIEN. 

Voorheeîden. Uitkomsten, 



1. y = (x-'a)l^ {2ax^xi) + a^B COS. ^, dy = 2iy^ {Zax-^xt)dx. 

a 

2. 3^ =(2oH-ar)l/ (a?2 — a«)+a2/.(a:+i/ (x* — a»)j, rfy = 2arV^ ( )rfx. 

— 4aar dx 



4. y = h lA ). di/ = 

X — a \x — a/ 



(x-^a}[x — a)* 

6. y = e^^ \nsin.mip-^m cos.mç] dy = («* H-m* )c^''««, my cfy. 

Zsin.tf sin.q> 1 /l-f-52/i.g)\ , 4s£n.^g>d9 

6. y = -;.( : — J. dy = — . 

cos.*qt cos,*ç 4 \i — stn.gt / cos.»^ 

e^^^8in,9d9 



l,y :=iJ^'9(tg.q>^l). ébj = 



cos.^ 



^ y =: (A— a)i?*tn.l/(^--^ j— 1/(5:— a)(i— a:), rfy =: V^ / f__^ W. 

1/(01—0*) hv^lx^—a^) 

l^(^»-a«) , 

1 0. y = (2 c— «— J) i? sï«. 1/ ( ^^ ) ~ ^ (a?— a) (i— x) 

H-2l/(*--c)(c-.a)/.} ^(,-a)(c-x) 

1/ (jc— fl) (h-^x)dx 



dy = 



C— X 
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DERDE LES* 

Over de differentiaal quotienten en differentialen van 
hoogere orden der functien van ééne veranderlijke 
grootheid, 

S 26. Welke ook de aard en de zamenate'' ig eener functie van 
het veranderlijke élément x zijn moge, zoo kunnen wij altijd, met 
behulp der in de vorige les verklaarde regels , uit de vergelijking 

y = {[x) , 
bet differentiaal qaotient 

s = «" 

afleiden. 

Daar de verkregene uitkomst, beboadens bet geval waarin 
y van den vorm ax+h is , wederom eene functie van m voor- 
stelt, belet ons niets, om , op f^[x) insgelijks de regels der dif- 
ferentiatie toepassende, daaruit af te leiden 

d.A(^) 



dx 
dat is 



h w , 



dy 



Hl) 



dx. 

dx 



— r«w- 



Bij dcze berbaalde bewerking verkrijgt de f anctie f^ {x) den naara 
van differentiaal quotient der tweede orde , ook wel van tweede af- 
geleide functie, ter onderscheiding van f^ (x), welke alsdan diffe- 
rentiaal quotient der eerste orde, of eerste afgeleide functie ge- 
naarad wordt. 

Is nu /"j (x) insgelijks eene functie van x , dan kan zij op nîeuw 
gedifferentiëerd worden, en men bekorat diensvolgens door eene derde 
gelijksoortige bewerking, 

Op die wijze ontstaat bet differentiaal quotient der derde orde 
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of de derde afgeleide fanctîe ; en deze herhaaldebewerking laat zich naar 

welgevallen voortzetten , voor zoo verre namelijk de oorspronkelijke 

fanctie niet tôt de zoodanige behoort , die siechts een bepaaid aan- 

tal achtereenvolgende differentiatiëit toelaten. In dît laatste geval 

verkeert elke algebraïsche functie , begrepen in den polynomialen 

vorm 

a + 5a7 + ca;*. . . + ifca?'* , 

n een geheel positief getal beteekenende. 
Zij bijv. 

m 

dan vindt men door achtervolgende differentiatien , 

f^{x) = h-\-2cx + 3dx^ + J^exK 
/j (a?) = 2 c + 6 (ïar + 12 ex^. 
f^[x) = 6(i + 24<?ir. 
U {x) = 2Ae. 

Daar f^ (x) hier eene stand rastige waarde verkregen beeft , 
■laat zich de differentiatie niet verder voortzetten , dewijl het op- 
Tolgende differcntiaal quotient nal zou worden. Men zal nu terstond 
inzien , dat elk polynomium van de n^ niagt, in de hier aangenomene 
onderstelling , siechts zoo vêle differentiaal quotienten toelaat, als 
«r eenheden in den hoogsten exponent zijn. 

Behalve de in dezen vorm begrepen fnnctiën , zullen aile overige 
algebraïsche, even als de transcendentale functien van verschil- 
lende soorten, zoo als in den loop dezer lessen blijken zal, her- 
haaldelijk kunnen gedifferentiëerd worden , zoiïder immer eene 
standvastige waarde op te leveren. 

S 27. De op de voorgaande wijze verkregene afgeleidene functien 
A (^) » A W > fz (^) enz,, ;kortheidsha]ve door P| , Pj , Pj enz. voorstel- 
lende, zoo heeft men 

^ =: Pi of dy = Pidx. 

_=P., dP, = P,dx, 

dPj 

dx 
en in het algeraeen 

dPn-i 

dx 



=z P3, dP^ = P^dx, 



Pny dPn-i = Pndx. 
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Wil men die f anctiën , ten einde haren oorsprong beter te doen 
uitkomen , door middel van de differentîalen da; , dy uitdrakken ^ 
dan zou men dezelve aldus behooren te sehrijven : 



dx 
d 



dx 



= Pi, 



dx 
enz. enz. 

Eene dergelijke voorstellingswijzederachteryolgendedifferentiaal 
quotienten, wordt echter blijkbaar des te omslagtîger , naarmate zalks 
hoogere orden gcldt. Men raaakt uit dien hoofde gebraik van eene 
andere meer eenTOudige notatie , evenzeer geschikt om den oorsprong 
en het onderlinge verband dezer afgeleide f unctiën te doen uitko- 
men , en welkerjuistheidzich op eene -voldoende wijze uit denavol- 
gende meetkunstige beschouwing, met bebulp Tan de leer der on- 
eindig kleinen Tan yerschillende orden (l**. Les)^ laat verklaren. 

§ 28. Zij namelijk AMMx ifiSI' 3) eene kromme tôt vergelijking 
hebbende 

y —f{^)' 

Laat de abscis OP = x van eenig willekenrig pnnt M met 
PPi z=z /^Xy en de ordinaat y met A y = M'Q aangroeijen, zoo 
dat MtPi =1 y-+- Ay = yt wordt , dan heeft men 

Ay = yi— y- 

Men late de abscis OPi zzzx-^-Ax op nieuw met P^P^z^ /\xr 
toenemen, en s tel le de , met de abscis OP^ = a? + 2 A a? overeenko- 
mende ordinaat ilfjPj = yj, dan i» yj = yi + A yi r ©« ^^^ 

A yi = yj — yi = M^Qv 

Yolgens de notatie bij de eindige differentien aangenoraen, ka» 
men sehrijven 

Ayi — Ay = ^iyi — y) = A.Ay = A Y 

Yerlengende nu de koorde of snijlijn MM^ tôt in R^ dan is 
EQ^ = MiQ = Ay, en M,R = M^Qi—RQi=zAyt—Ay = A^y. 

De lijn M^R wijst alzoo het tweede verschil of de differeniie 
der tweede orde van de ordinaat y aan , indien de abscis x twee 
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achterrolgende nialen met hetzelfde verschil A x aang^egroeid îs. Btj 
het doen naderen der punten Jlf ^ , M^ tothetpant M^ zallen A^r, 
A y en A 'y elk meer en raeer tôt nul naderen. Hierbij valteebter 
op te merle en dat A *y veel sneller afneemt dan A y of A a?. Ira- 
mers , raen kan de waarde van het tweede verschil A ^y ook onder 
dezen vorm voorstellen : 



VA^ A^/ 



Daar nu A ^ en A y steeds afnemende zijn , zallen de verhoadingen 
--— *, — — elk in het bijzonder tôt hare gemeenschappelijke limiet -t- 
naderen, waaruit aizoo blijkt, dat het verschil A 'y, aïs zamenge- 
steld zijnde uît twee factorcn, die elk afzonderlijk tôt nul naderen 
oneindig klein is met hetrekking tôt elk dezer factoren , en dus aïs 
eene differentiaal van de tweede orde te heschouwen is, wanneer 
men naroelijk A ^ en A y door da; en dy vervangt. 

In deze onderstellîng zal er derhaWe eene eindige verhouding 
kunnen bestaan tusschon A *y en (A ^)* , voor welke laatste men 
ook gewooh is te schrijven A^'< De waarde dezer verhouding wordt 
alsdan aangewezen door de limiet van het gehroken 



Ayi Ay /Ay\ 

A a: Aar A.\ Aa:' 

A a? A ^ 






dx* _ 

velke limiet blijkbaar uitgedrukt wordt door — — , zoodat men 



dx 



stellen kan d(^\ 



Lim.(^) 

\Aa?V 



dx 

Zoo men nu de oneindig kleine waarde, welke A^y verkrijgt 
wanneer Ax in dx overgaat, door eene gelijksoortige notatie,na- 
melijk d^y aanwijst, hetgeen zoo veel beteekent als de differentiaal 
van de oneindig kleine aangroeijing dy, of de tweede differentiaal . 
van de functie y, dan blijkt hieruit terstond, dat men, stelîende 

dx 
voor de tweede afgeleide functie of voor het differentiaal quotient 
der tweede orde , sohrijven raag 
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§ 29. Beschoawen vfij thans nog eene ^îerde ordinaat jTs over* 
eenkomende met de abscis x-^SA^s, dan hebben wij , behaWehet 
eerste yerschil 

Ay, = ys — yi, 

en de beide tweede verscbiilen 

A^y = Ayt— Ay, A*yi = Ayt~Ayr, 
nog het derde verschil 

A(A^y) = A V = A*yi — AY 

Door Aâ? en A y wederom tôt nul te doen naderen^ zallen 
A ^y en A 'y insgelijks meer en meer afnemen. Doeh , raen zal nu 
op gelîjke wijze kunnen aantoonen, dat, eren aïs A*y veel sneller 
afneemt dan Ay, zulks insgelijks met A 'y ten opzigte van A*y 
plaats yindt. Te dien einde schrijve men het derde verschil aldus 

Elke der twee verhoudingen -— ^S ~. — r nadert tôt hare ge- 

meenschappelijke limîet, hiervoren door j-^ aangewezen, zoodat 
baar verschil eene oneindig kleine grootheid wordt. De waarde van 
A 'y bestaat aizoo uit drie factoren, die elk tôt nul naderen, en 
neemt dus veel spoediger af dan A ^y» die siechts uit twee dusda- 
nige factoren bestaat. Yervangt raen dan A ^ door dx , zoo wordt 
A ^y eene difierentiaal of eene oneindig kleine van de derde orde met 
betrekking tôt dx, Wijders heeft men, op grond der voorgaande 
vergelijking, de verhouding 

AVi A ^^ 



A 'y Aï!____Afi 



/A^\ 
AA^tl/ 



Ai?* A^ A^ 

Vfelke , in de onderstelling van A ^ oneindig klein ^ en noemende 
als dan d'y, de oneindig kleine ivaarde van A*yr tôt Umiet beeft 



d'y _ 



4m 'W) 



dx^ dx dx 

of hetgeen hetzelfde is 

d'y dPj 

waarin d^y de derde difierentiaal van de functie y voorstelt. 
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Op gelijke wijze voortgaande , zal het blijken dat ft^ [x) , fr^ [x) en 
in het algemeen fn [x) , dat is de n* afgeleide functie, of het difie- 
rentiaal quotient der n^ orde, op eene meer yerkorte wijze kan 

aangedoid worden door -r—. 

Men Terkrijgt derhalve de difierentiaal der n^ orde eener fanctie 
f{x), wanneer men hare n^ afgeleide fanctie met de n^ magtder 
differentiaal van x vermenigvaldigt. 

S 30. Tôt de voorgaande nitkomsten had men ook aidas kunnen 
geraken. 

Uit de eerste differentiaal vergelijking 

dy =. Pidx 

volgt onmiddelijk, door elk lid op nieaw te differentiëren, en daarhij 
dy als eene functie ran x en dx te beschouwen , 

d(dy) = d^y =z d{Pidx). 

Neemt men hierin dea factor dx standvastig aan , dan yerkrijgt 
men terstond 

d*y = dPtdx = P^dx^, 

r 

Derhalve ^^ = P^ = f^ {x). 

dx^ 

De waarde van d*y op nieuw differentiërende , en hare differen- 
tiaal door d^y aanwijzende, komt er, in dezelfde onderstelling aïs 

voren , 

d'y = dP^dx^ = P^âx^, 

en hiermede kan men steeds op gelijke wijze voortgaan. De meet- 
kunstige beschouwing , waarvan wij ons hier voren bedienden^ lever t 
echter het voordeel op, dat zij over den oorsprong en den waren 
zin der differentialen van de tweede en hoogere orde een helder 
licht verspreidt , en ons daarenboven leert , dat het standvastig aan- 
nemen van dx, bij de achtervolgende bepaling van J*y, «Py, 
enz. volgens de laatste handel wijze, gegrondis op de onderstelling 
dat men de abscis x met gelijke verschillen doet aangroeijen , alvo- 
rens deze als oneindig klein in rekening te brengen ; en dit is altijd 
geoorloofd, verraits niets belet om x op eene zoodanige onafge- 
brokene wijze te doen aangroeijen , als men vooraf overeenkomt. 
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Men vergeté evenwel hierbij niet, dat de notatiën v-;i irit cni. 
eeniglijk op die geraakshalve aangenomene onderstelling berasten 
en dat, bij aldien men een' ongelijkmatîgen aanwas ran x aan- 
nara , de waarden der achtervolgende differentiaal qaotienten een' 
meer zamengestelden vorm zouden yerkrijgen ; eene omstandîgheid 
waarop wij later ter beboorlijke plaatse zullen teragkomen. 

Wij leeren tevens uit het Toorgaande, dat hoezeer dy ^ d*y , d^y 
elk in het bijzonder te gelijk met dx tôt nul naderen , echter d^y , d^y 
enz., als oneindig klein ten opzigte van dy yd^y te beschouwen zijn, 
en men dus op deze tweede en hoogere dîfferentialen , de in S ^ 
verklaarde eigensehappen der oneindig kleinen van verschillende 
orden, van toepassing kan maken. 

§ 31. Het zal niet noodig zijn hier opzettelijk voorbeelden 
van herhaalde difierentiatien bij te brengen, dewijl zalks siechts 
op eene toepassing van de, in onze vorige les, betoogde algemeene 
regels zou nederkomen. In verre de meeste gevallen zulien deop- 
volgende differentiaal qaotienten eener gegevene functie meer en 
meer zaraengestelde aitdrukkingen opleveren. £r zijn nogtans som- 
mige functien, en hiervan zallen wij thans enkele voorbeelden 
mededeelen , welke de eigenschap bezitten , dat hare opvolgende dif- 
ferentiaal quotienten gemakkelijk uit elkander af te leiden zijn, 
en in dezelfde algemeene uitdrukking kunnen omvat worden , zoo 
dat zieh daaruit een differentiaal quotient van willekeurige orde 
regtstreeks laat opmaken, zonder een van eene lagere ordevooraf 
bekend te hebben. 



1^ Zij 


y x^ 


dus 


dx 




m 

il m (m— Dat" ^ 



-^ = m(m— l)(mr— 2)ar'^»-3, 

waaruit men terstond voor de waarde van het differentiaal quotient 
der n" orde kan besluiten , 

d'*y 

~ z=z m (m — 1) . . . (m — n+lja?''»-». 



1 
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V 

l8 m een geheel positief getal , dan wordt 

-r— - = 1 . 2. 3. . m, 

en dus standvastîg, hetgeen reeds vroeger ($26) opgeinerkt is. 
20. Zij y =: a-, 

dy 
dan heeft men -^ = a^l(a)f 

dx 



en in het algemeen 



d^y 

dxn ' 



De functie e^ is de eenige, welke de bijsondere eîgensehap be- 
zity dat zij steeds met hare achtervolgende afgeleide functiën 
OTereenkomt* 

30. Zij y = m.sp, 

dus — zr: co<. î? = *in. (— + ç>), 

d*v 

-r^ = — «in.f> = «in.(7r+ç>), 

d'y . /3 ^ . \ 

^, = -co,.? = «n.(- + y), 

en in het algemeen 

-^ = — 1 — ^ = s%n.(-—+ç>h 

d^n d^n \ 2 ^^^ 

Op gelijke wijze yindt men 

*». Zij y = _f_ = l-_ 



^= , .",, =a(a + ar)-», 
dx (o + ar)* 
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en in het a1g;emeen 

d'*V . 1.2.3..n.a 

—il :;^ 4- 

naardat n een oneven of even getal is. 

Men kan deze uitkorast ook aldns schrijven: 

d"y . ^x 1.2.3.. n,a 
da;» ^ ' (a+a;)« + i 

5®. Zîj y = io(;. (o + a?) 

dy _ 1 

d^y _ 2 

dï» "*" (a+a?)'' 

^ ^ ,_iw-,i l-2.3..(n-l) 

d^» ^ (o-f-a;)" 

6^. Zij y zzi uv, waarin u en v ondersteld worden fanctiên van 
s te zijn , dan heeft men achterTolgens : 

dy = udt'-f-vdu 
d*y = f«d*v + dttd»+vd*tt + dttdtj 
of d*y = ud*t? + 2 dudv + vd* tt 

d'y = ud'w H-dud*v + 2dttd*w + 2dt?d*f« + dt?d*u + vd'tt 
of d»y = ud'v-}- 3dud>v + 3d^udt7 + vd'u. 

Op gelijke wijze voortgaande, zal raen vinden 

d^y = t4d*v + 4dttd'r + 6d*ud*«H-4dMd't?-J-tjd*tt. 

En aangezien de getallen coëffîciënten dei* achtervolgende diffe- 
reniiaal prodiieten niets anders zijn dan degewone binomiaal coëfficiën- 
ten, laat zieh hiernit, voor de waarde van het differentiaal quotient 
der n^ orde , gemakkelijk opniaken de algemeene formule 

d'*y d'^iuv) ud'^v ndu d'^-^v n,n — 1 d^u d'^—^v d'^u 

? — ^ ^ — 1 I -4-t? 

€/a?» da;'* dx^ dx dx""-^ 1.2. dx^ dx""-^ dx"^ 

welker juistheid ook daaruit blijken kan, dat zij, voor eenezekere 
waarde van n geldig zijnde, het insgelijks voor n+1 wezen zal, 
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gelijk door eene differentiatie dezer formule spoedig te bewij- 
zen is. 

§ 32. Tôt de eigenschappen der op?o1geade differentiaal qao- 
tienten. behooren ook deze. 

Indien y = f (x) , voor ^ene hijzondere waarde van xzzzLa^ oneindig 
groot wordt, zullen al de achtervolgende differentiaal quotienten, te 
rekenen van het eerste^ insgelijks oneindig groot worden, 

Men kan zulks gemakkelljk aidas betoogen. Om aan de aange- 
nomene onderstelling te kannen voldoen, moet de functie herleid- 
baar zijn tôt den gebroken vorm 

— ^ 

^ ^{ûi; — a) 

zijnde de noenaer eene f anctie , welke voor x z=. a verdwijnt, en X 
eene andere functie van x^ dîealsdan eene eîndige waarde behoadt. 
Differentiëert men nu y ten opzigte van x , dan komt er 

dx <p^ {x — a) 

welke uitdrukking Yoor x z=: a wederora oneindig groot wordt. 

Door eene gelijksoortîge redenering zal het blijken, dat zoo wel -j^ 

als elke der opvolgende afgeleide functiën insgelîjks oneindig groot 
moet worden. 

Hieruît volgt dan ook bij omkeering , dat indien eenige afgeleide 
functie voor x =: a eene eindige waarde bekomt, zulks evenzeer 
plaats zal hebben met elke der voorafgaande afgeleide functiën , 
en dus ook met de oorspronkelijke functie. 

S 33. Wanneer yz=:f{x) voor eene bijzondere waarde xz=za 

nul wordt, kan -j- of fi(x) desnietterain eene eindige waarde be- 

komen ; want, stellende y = (x — à) F (x) y waarin de factor F{x) 
niet nul wordt voor x ■= a, dan zal men hebben 

^ = F{x) + {x—a)Fi{x),- 
dx 

welke uitdrukking, voor a? •=: <z , beboudens het geval waarin Fi{x) 
in die onderstelling oneindig groot wordt, in Fix) overgaat, en 
dus niet nul wordt. 

Is echter y van den vorm (x — à)^ F{x), en dus 

^ = 2ix—a) FM -f (x — a)^ F,{x), 
ax 
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alsdan verdwijnt deze eerste afgeleide funclie wederom voop J7 = a, 
doch de volgende zal niet nul worden , zoolang F^ (x) niet onein* 
dig Word t. 

In het algemeen zal men hlerin het naTolgendemogenbeslaiten. 

Indien y van den vorm (x — a)™F(x) t*, m een geheeî positief getal 
sijndBy zullendê m — 1 achtervolgende afgeleide functiën allen te gelijk 
met y, voor x = a verdwijnen, 

h echter m een gehrohen^ gelegen tusschen twee op elkander volgende 
geheele getallen p «n p-f-l, dan zal het (p+ 1)<^ differentiaal quotient j 
<n dus 00k elke volgende j voor x = a oneindig worden. 

Dit een en ander kan tevens bevestigd worden door de in § 31 

Toorkomende algemeene uitdrnkking voor -j-^ . Stelt men name- 
lijk daarin u = (a? — a)'», v z=. F(x) en n =z m, dan laat zich 
terstond inzien, datai de terraen dezer uitdrnkking op den laatsten 
na, Yoor œz=za zullen verdwijnen, en de waarde van het differen- 
tiaal quotient van het gegeven product , overgaat in 

1.2. 3. ..w.F(a?). 

Ligt nu m tusschen de geheeje getallen j) en p + 1 > dan zal , 
voor n = p-]- 1, de overig blij vende laatste term eenen negatîeven 
exponent bekomen , en dus voor x •=: a oneindig groot worden. 
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Piffhrentiatie van ingewikkelde functiên eener 
enkele veranderlijke grootheid, 

§ 34. Indien er tasscben twee veranderlijken x en y,eene zoodanîge 
betrekkîng van afhankelijkheid bestaat , dat zij op eene ingewik- 
kelde wijze met eîkander verbonden zijn , waardoor het bezwaarlijk, 
zoo niel onniogelijk wordt , y af (ezonderen of in eindigen vorra in 
X uît tcdrukken , dan is men gewoon y eene ingewikkelde functîe 
{fonclwn imj^lieiU) Tan x te noemen, en deze fanctie aldus voor 

te stellen 

{[x,y) = 0, 

vanwelke vergelijking het voorste lid uit terraen bestaat, waarin 
a; en y op yersehillende wijzen met eîkander vermengd zijn. 

Daar die vergelijking voor aile waarden van x geldt , vervange 
men deze door x ■\- ù^x ^ en de daarniede overeenstemmeride waarde 
van y y door y + Ay, dan heefl men eveneens, 

/'(aî + A^,y+Ay) = 0, 
dus ook 

/• (^ + A^,y4 Ay)— f{x,y) _ ^^ 
A^ 
Laat men nu Aa?, en Ay tôt nul naderen , zoo volgt bieruit tersiond 

d, f(x, y) 

-~^ = 0, of d. f[x, y) = 0. 

Door het difierentiëren der functie f{x^y) =. 0, verkrijgt men 
blijkbaar eene uitkomst van den vorm 

Pdx+Qdy z=z 0, 

waarin P en Q in het algemeen als functiên van ^ en y te be- 
schouwen zijn. 

Deze difierentiaal vergelijking geeft tevens te kennen , dat de func- 
tiên P en Q ook afzonderlijk verkregen worden door f[x^y) te difFe- 
rentiëren , als of y en or beurtelings standvastige waarden hadden. 
Uit dien hoofde is men gewoon P voor te stellen door ^^^\ of 

kortheidshalvedoor 5—, en even zoo Q door ~ : de eerste vorm betee- 

dx dy 

kent dus niets anders dan het differentiaal quotient van de gegevene 
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fanctie , alleen ten aanzien van x als Teranderlijk élément ; de tweede 
beteekent hetzelfde ten aanzien van y. Op dien grond worden P en 
Q ook genaamd de gedeeltelijke of partiële differentiaal qaotienten 
van de ingewikkelde fiinctîe. 

Uit elke vergelijking van den vorm 

f{^>y) =0 (1) 

Tolgt derhalve door diïferentiatie 

5,, + .|i, = o ...... m 

g=-4. ...... ,3, 

Deze differentiaal Terhoading is na nie t regtstreeks in x , niaar wel 
in de beide veranderlijke grootheden gelijktijdig uitgedrakt. Be- 
staat echter de niogelijkheîd om y tasschen de Tergelijkingen (1) 
en (2) te elimineren , dan zal men voor -~- dezelfde uikorast moe- 

ten verkriigen , als of men y regtstreeks in fanctie van x gediffe- 
rentiëerd badde. Het volgende voorbeeld zal zulks kunnen toelichten. 

Zij 

f{x,y) = «r» -+. y * — 2ry — a» =0, 

1^ = -^ W 

dx r — y 

Na volgt uit de gegevene vergelijking 

ar>+(r — y)* =a*-|-r*, 

r — y = V(a^+r^ — a?*), 

waardoor roen in de plaats van (a) bekomt; 

dy X 

dx i/{a*^-r* — x^y 

Door y regtsireeks in x uit te drukken en vervolgens te diffe* 
rentiëren, komt er 

y = r_v^(a*+r«_a:*), 

dy X 

cvcn als biervoren. 
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S 35. Om eene nitdrukking te vinden Yoor het tweede differen- 

d^ 
dx^ 



d*y 

taal quotient j^, differentiëre men de waarde van 



dan heeft men 







d/ 


dy 

dx 


P' 

Q ~ 


dx 

dy 


d*y 

dx 


PdQ— 
0' 


QdP 

• 



w 



Maar , omdat P en Q elk insgelijks in :r en y uitgedrukt zîjn, zallen 
de difierentialen dezer grootheden termen bevatten , die zoowel met 
dy aïs met dx aangedaan zijn, zoodat men zal mocten stellen, 

dP = P^dx-\'P^^ 

dQ = Otdx-hQ^dy 

Hierin daiden na P|, Qi de differentiaal quotienten aan, welke 
men yerkrijgt door P, Q eeniglijk ten aanzien yan x te dif- 
ferientiëren 9 y daarbij als standyastig aannemende ; zij kun- 
nen, ingevolge de voorgaande notatie, voorgesteld worden door 

d*f d*f 

-— , -j^. Even zoo beteekenen Pj , 0, de differentiaal quotienten 
van P en eeniglijk ten opzigte van y genoroen, en kunnen dus 
voorgesteld worden door ~— , — , zoodat wij hebben 

dP=d(f)=:Çî^dx+^dy 
\dx/ dx* ^ dxdy ^ 

_ ^V , . d*f 

dy 



dQ= d{Pj=flax 

\dy / dydx 



dy* 



Het is gemakkelijk in te zien,dat ^ç^ ^ respectivelijk niets 

dx dy* 

anders aanwijzen dan de differentiaal quotienten, die men verkrijgt 
door de f unctie f[x, y) twee malen achtereen te differentiëren , ten 

opzigte van x en ten opzigte van y, even alsof eene dezer twee ver- 

dy d^f 
anderlijken beurteliogs standvastig ware ; terwijl —y en — aan- 

vnjzen de uitkomsten van twee achtervolgende differentiatiën van 
f{^ty)> eerst ten aanzien van x en dan ten aanzien van y, of om- 
gekeerd. 

S 36. Wij zullen thans aantoonen, dat de orde dezer twee laatste 
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differentatiën onverschillig is , en men in beide gevallen dezelfdc 
uitkomst verkrijgt. 

Daar namelijk — de limiet voorsieit der waarde van het gebrokcn 

/•(^H-Aar, y) — f(ar,y) , 

wanneer Aa? tôt nul nadert, zal r^ de limiet zijn van de ver- 

dx dij '' 

houding tusschen de aangroeijing der voorgaande waarde, ten gevolge 
eener verandering van y iny+Ay, en de aangroeijing A y zelve, 
dat is, van het gebroken 

f(x + t^x.y -^ l:^ y)^ f(x ,y + ù^ y) ^ ( /{x -h à^,y)-/{x,y U 

Af_ A ^ 

A y ' {a) 

indien namelijk A ^ en A y tôt nul naderen. 

Even zoo is -— de limiet van 

dy 

Ay 
«n — —- de limiet van 

dydx 

/{x-{-Ax,y-h iiy)—f{x+ùix,y) \f(x,y-^l\y)—f(x,y) \ 

Aj( A_y 

A a? (a'). 

De identiteit der beide uitdrukkingen (a) (a) , leidt gemakkelijk tôt 
het beslnit 

dxdy dydx 
Ora deze eîgenschap der differentiaal quo tien ten door een enkei 
voorbeeld te bevestigen , neme men 

fU , y) = «^*y — &^'y * + cx^Vy , 



dan is 



—L z=z kax^y — Zhx^y^ +2cxVy, 
dx 

■HZ hax^ — 66a?'y + 



dxdy Vy 

df cx^ 

-y- =. ax^ — 26iF'y + 



dy-^-^ --'^2Vy 

d^f ex 

4 ax^ — 6 hx^ y + — • 



dus 
ï. 



dxdy ^ Vy 

d^f _ d^f 

dx dy dy dx' 



] 
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Door elk dezer beide differentîaal quotienten eeniglîjk ten aan» 
zien van x te differentiëren , Lekomt men de vergelijking 

dxdydx dydx*' 

Het Toorste lid daidt eene drievoudige differentiatie aan, name- 
]ijk eerst ten opzîgte Tan x , vervolgens ten opzigte van y , en 
eindelijk nog eens ten opzigte van x, Verandert men na de orde 
der twee laatste bewerkingen , dan verkrijgt men 

d^f _ dy _ rfy 
dx dy dx dx^dy dy dx^ * 

waaruit blijkt , dat indien f{x, y) drie achtervolgende difieréntiatiën 
raoet ondergaan , en wel twee nialen ten opzigte van x en eens ten 
opzigte van y , het insgelijks onverschillig is in welke orde die be- 
werkingen volbragt worden , verroits de uîtkorast steeds dezelfde 
blijft. Op gelijke wijze voort redenerende , overtaigt men zich spoe- 
dig dat dezelfde eigenschap ook in het algemeene geval plaats vindt, 
waarinnien p + 9 achtervolgende dilTerentia tien , namelijk p malen 
ten aanzien van x , euq malen ten aanzien van y te verrigten heeft. 
De uitkorast zal altijd onafhankelijk zijn van de orde, bijdiep + ^ 
dififerentiatien in acht genoraen , zoo dat men ook stellen mag , 

dP + ^f dP+^f dP+^f 

dPxd'^y d^ydPx d^-^y dxH'^ydP-^x^ 

S 37. Keeren wij thans terug tôt de vergelijking 

d^y _ PdQ — QdP 
dx ~ Ç* 

en schrijven wij hierin voor /^, ~,voorO, — ; wijders voor dP en 
dQ de hiervoren gevondene uitdrukkingen 



dxdy dy' 

dan bekorat men , na door dx gedeeld te hebben 

d* v dx^ dxdu db* dx » du ' dx * dxdu dx ' 



y dx » dxdy dy* dx * dij » dx * dxdy 

dy> 



dx^ ~ ,df^ 

^dn) 
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Vervangt men hierin ^.door zijnevvaarde — ^~,dangaatde vorige 
uitdrakking over in deze "t: 

à^y ^dx^ dy^ d xdy dx ' d>/ ~*~ ^rf/ rf^ 

dx^ — ~ ^3 '■ , . . . (5) 

waardoor aizoo het tweede differentiaal quotient van y, nitsiuitend 
in de partiele differentiaal qaotienten van de eerste en tweede 
orde uitgedrukt is. Men zou tevens tôt dezelfde uitkomst hebben 
kunnen geraken, door het differentiëren der vergelijking 

àf df 

^dx -h -T- dy = 0, . 

dx dy 

met inachtneming dat dx hierbij standvastig blijft, terwij] dy ver- 
raeerdert met d^y. 

De hiervoren gevonden v^^aarde van ~ zal identiek moeten zijn, 
miet die welke , indien y zich regtstreeks in functie van x laat uit- 
drukken, door eene herhaalde differentiatie van y gevonden wordt, 
zoo als zulksdoor het voorbeeld van § 34 kan bevestigd worden. 

Aldaar is namelijk -J- =z 2x y — :z=2(y r), 

dx dy 

dxdy dx^ ' dy^ 

en volgens (5) 

d^y _ — 8 a?* — 8(y— r)^ _ a:* + (y — r)^ 
dx^ ~ 8(y — r)3 (r— y)3 ' 

Hierin (r — y)* wederora vervangende door a* + r* — ^r*, vindt roen 

d^y _^ a* H-r* 

Dîfferentiëert men nu de waarde van 

dy X 

dx V(a*+r2-a;2)' 
dan komt er voor het tweede differentiaal quotient, 

rf?i« Via^-i-r^ — x^)-h . . . 

dx^ a^ ~\^r^ — a?* V[a^ +r2 — ^î)«' 

even aïs hiervoren. 
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Op gelijke wijze voortgaande , zallen wij door het differentiercn 
der formule (5) , aitdrakkingen knnnen bekomen voor de differen- 
tiaal quotienten der derde en hoogere orden van de funetie y, 
vaarin eeniglijk de yerschillende partiele difierentiaal quotien- 
ten van f[Xjy) voorkomen. Daar echter die uitdrukkingcn vrij 
zamengesteld worden , zullen wij de mededeeling daarvan des te eerder 
achterwege knnnen laten , daar het in de meeste gcvallen verkîes- 
selijk zijn zal , de gegevene vergel. f{x ,y) = , n nialen achter 
elkander ten aanzien van x te diSerentiëren ; men bekomt alsdan 
een stelsel van n + l vergelijkingen , bevattende de verschillende 
difierentiaal quotienten van y, tôt dat der n^ orde ingesloten. 
Elimineert men vervolgens tusscben die vergelijkingen al de dif- 

ferentiaal quotienten ~ , t— . . . -, : • dan laat zich hierdoor de 

dny dx'dx% dxn-l' 

waarde van j^ in funetie van ^ en y bepalen. 

S 38. Om die laatste handelwijze nader toe teliehten, hernemen 
wij onze vorige vergelijking 

^* + y* — 2 ry — a* = 0, 
gevende, na eene eerste differentiatie 

^ + (y-'')2 = ^ . • {«) 

Deze op nieuw differentiëerende , en daarbij dx als standvastig 
beschouwende , komt er 

Wil men thans de waarde van -r-^ kennen, dan volfft uit deze 

laatste vergelijking 

l+(^)' 
d«y_ ^^W 

dw^ r — y 

dy 
welke,nasubstitutievoor •/- van zijne waarde volgens (6), geeft 

dûp 



y)î x^-h{r — y)* a^ + r^ 



ax^ r — y (r — y)' y{ai ~\^r^ — a?*)» 

even als vroeger 

Door het differentiëren der vergelijking (7) komt er, ter bepaling 



waaruit 
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d^y d^y dy ^ ^dy d^y . 
^^ ^ dx^ dx^ dx ^ dx dx^ 

3 ^ 11? 
d^y dx ' dxi 

dx^ r — y 

r—y (r — y)^ r — y 

Zx\(r — y)^+x^\ 32r(a* + r») 



[T — yf ]/(aî+rî— a?*)5' 

hetgeen ook overeensteiiit met de uitkomst, weike men door oii:r 
loiddelijke differentiatie der waarde van 

d^y a*-f-r* 

dx'^ ~ Via^-hr^—x^Y"^ 
loude verkrijgen. 

Zij, lot een ander voorbeeld, de vergeîijking 

x^-\-xy — ax — hy z=z 0. 
Boor aehtervolgende differentîatien vindt men, 

2x-hy-^(x — b)-^—a = 0. 

dx 

enz. enz. 

dy 2 x-\-'y — a 
dx b — X 

d^y _ ^(^"^"Sr^ _ 2{x-hy + b—a} 
dx^ b — X (b — a?)* 

Sdiy 

d^y 1^ 2.3(^ + y + & — o) 

w ■ ■ I ■ ' ' ' ■ * "^ I ■ - 

dx^ b — X (b — x)^ 

d'^y dx^ 2.3.4 {x + y + b — a) 

dx'^ b—x & — x)^ 



Aizoo komt er 



} 
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waarin de wet van opvolging ter bepaling der aehtervolgende diflferen- 
tiaal qaotienten inhet oog loopt. Wil men nu ailes in s uitdrukken. 
dan hebbe roen slechts , in de voorgaande uitkomsten , y te Tervan- 

xi — ax 

gen door -j-^. 

Bij toepassing der voorgaande handelwijze op de vergelijking 

yi — Saxy + a;^ z= 0, 
zal men de waarden van eenige differentiaal qaotienten van ver- 
schillende ordein fnnctie van 3p en y kunnen bekomen. Het elimi- 
neren van y oî x zal hier intusschen met moeijelijkheden gepaard 
gaan, uithoofde daartoe de oplossing cenerderde magts vergelijking 
gevorderd wordt. 

§ 39. De vergelijkingen door achtervolgende differentiatiën , nit 
de gegevene tnsschen y en a; verkregen, en welke wîj voortaam 
de afgeleide vergelijkingen van verschillende orde zallen noemen , 
kannen insgelijks gebruikt worden om, bijaldien de oorspronkelijke 
vergelijking f[x,y) =0, eenige stand vastige grootheden in zich 
bevat, deze daaruit te verdrijven , en alzoo eene differentiaal ver- 
gelijking van zekere orde te bekomen , welke voor aile waarden 
dczer stand vastigen geldig zal wezen. Te dien einde zal het vol- 
doende zijn de voorgestelde vergelijking zoo vêle malen tedifferen- 
tiëren als het aantal aanwezige standvastigen bedraagt. 

Nemen wij tôt voorbeeld de vergelijking der ellips^ 

^ + ^-1=0. 
dan komt er achtervolgens 

ivaarnit men , na vermenigvaldiging met b^x , terstond vindt 

welke differentiaal vergelijking thans zoowel op aile ellipsen , al» 
op aile cirkels en hyperbolen van toepassing is. 

Men kan ook hetzelfde oograerk bereiken door elke der standvasti- 
gen , indien zulks mogelijk is, uit de vergelijking beurtelings af te 
zonderen , en deze onder liaren nieuwen vorm te differentiëren , 
waardoor de standvastigen achtervolgens verdwijnen zullen. 
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Past men die handelwijze op de voQrgaande vergelijking toe, daa 
Tolgt nit deze 

5» 



_ û*y* 



a* — x^ 



en dus, na differentiatie 



o* zzz x^ — xy j-. 



CLX 

of ' (a^—x^) -^ +a?y = 0. 

ux 

Hieruit o* afzondereade , bekomen wij 

dy 
Eene tweede diflTerentalie geeft , 

dy ^ dx/ ^ dy^ 

dx d^y 

X — y [-xy ,— - = , 

^ dy ^ dy^ 

en dus X l—\ — t/~+irvT-^ = 

hetgeen met de Torige uitkomst overeenstemt. Het zal echter in 
de nieeste gevallen voordeeîiger zijn, zich van de eerste handelwijze- 
te bedienen. 

Zij nog de vergelijking 

y = log. (ae^ + bé -^) 
dan is fy = ae^ + be^ 

ey -^ z= W — be-^ 
dx 

d..s i^Y + ^ = 1 , 

dx dx* 

waardoor gelijktijdig de transcendentale functîën verdreven zijn» 
Voor de vergelijking 

y :=z A sin, x -^ B cos* x , 

zal raen op gelijke vrijze vinden , 

dx^ 



5G 
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Toepassing d^r differentiaal rekening op het onderzoek 
der waarden van uitdrukkingen ^ voorkomende 
onder een' der onbepaalde vorvien 



CD 

Ô» ■^, Ox OD, 00, 05% 1~. 



F(x) 

§ 40. Zij -— een gebroken, welks teller en noemer voor eene 

bijzondere waarde van x =a, gelijktijdig^ verdwijnen, alsdanneemt 

dat gebroken den vorm — aan, welke eene onbepaalde uitkonast 

schîjnt aan te duiden. In verre de meeste gevallen nogtans ver- 
krijgt dat quotient eene eîndigeen bepaalde waarde ; somtijds ecb ter 
wordt hetzelve nul of oneindig groot. 

Het gebroken -^ ^ bijv., hetwelk voor x =i a, overgaat in -, 

zal , nadat teller en noemer door den gemeenschappelijken factor 
a — a gedeeld zijn , veranderen in 



en derhalve, voor x =a,de bepaalde waarde —- verkrijgen. Op 

* ^n a» 

gelijke wijze zal het blijken, dat het meer algemeene gebroken ^,^^ ^^ 

n X a 

in dezelfde ondersteîling tôt waarde bekomt — a""""*. 

m 

Men stelle in het algemeen , 

F{a;) = {x—ayX, en f{œ) = (ar— a)'« JT' , 

waarin n en m willekeurige positieve getallen»en X , X' functiën 
van a? beteekenen, welke voor a; = a niet verdvvijnen, doch de 
eindige waarden A, A' verkrijgen. De functiën F{x) , f[x) zullenals- 
dan aan de aangenoraene ondersteîling voldoen. Nu wordt 

Hierbij kunnen zich thans aie verschillende gevallen voordoeir, W 
te weten : 

r. n z=L m, 2*. n ) m. S\ « <^ m. 



ly 
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lu iiet eerste gev«il gaat het gebroken — -—^ , voora; =. a over in 
y , en verkrijgt alsdan eene eindige en bepaalde waarde ; iti het 
tweede geval wordt hetzelve nul, en in het derde, oneindig groot. 

Hetbiijkt hieruit,dat indien cenig gebroken ~- voor j? = a, den 

vorm ~ aanneemt, hetzelve alleen dan eene eindige en bepaalde 

waarde verkrijgt, bijaldien teller en noeraer een' gemeenschappe- 
lijken factor {a; — a)'* bezitten; n een geheel of gebroken positief 
getal zijnde. 

Schrijven wij thans voor a?, a + fc, zoodat h het veranderlijke 

élément van elke der beide functien wordt, dan eaat -— = -Tr tt 

^ fi^) /{a -h h) 

voor h ■=. 0, over in -. De gezoehte waarde beteekent dus niet 
anders dan de limiet, waartoe het veranderlijke gebroken meer en 
meer nadert , naarniate ûc rainder van a, of ^ minder van nul versehilt. 

Ter bepaling der waarde van het gebroken -- , zou raen alzoo den 
volgenden weg kunnen inslaan. Men vervange x door a + fc, en 
ontwikkele de beide functien naar de opklimmende magten vanfc^ 
dan zullen teller en noemer overgaan in de eindige of oneindige 

reijen 

ft« ^^Bh+ Ch^ + enz.) 

waarvan het quotient, in geval van n = w , blijkbaar tôt limiet 
heeft, -r 

A Q 

Indien éditer het gebroken — , nul of oneindig groot Tfordt, zal 

zulks hierdoor aangeduid worden , dat de factor fc in de eerste rei, 

alsdan tôt eene hoogere of tôt eene lagere raagt klirat dan in de tweede, 

Zijn F[x) , f[ixi) beide rationale olgebraïsche functien van x, dan 

zou men , door het zoeken van àen grootsten gemeenen deeler ins- 

gelijks de waarde van de verhouding — , waartoe de breuk — - her- 

leidbaar is, kunnen bepalen. 

Beide handelwijzen geven echter tôt omslagtîge bewerkingen 
en herleidingen aanleiding , vooral dan , wanneer F[x) , f[x) irratio- 
nale of transcendentaîe functien in zich bevatten , welke het 
ontwikkelen in oneindig voortloopende reeksen zouden vorderen. 
Gelukkigerwijs geeft ons de dififerentiaaal-rekening in de afgeleide 
functien een geschikt middel aan de hand, cm spoedig de waarde' 

te bepalen van eenig gebroken, dat den vorra — aanneemt. 
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§ 41. Men kan naraelijk betoogen , dat de verhouding der functîën- 
1^(2?), f{a;)f die beiden voor a z= a verdwijnen, tôt liniiet heeft , de 
verhouding van derzelvér eerste afgeleide functiën F^{x)y fi{x) , na 
bierin insgelijks x =. a gesteld te hebben , en dat , indien 00k deze 
zoo^el als de aehtervolgende afgeleide fanctiën tôt die der (n — 1)* 
orde ingesloten, Toor x z=z a verd\iijnen, alsdan in dezelfde onder- 

stelling 5^ = ^^l wordt. 

Deze gewigtige eigenschap der afgeleide functiën steunt op de 
navolgende stelling, welke wij bier als een lemma laten Toorafgaan » 
en waarnit wij later gelegenbeid zallen bebben nog andere ge- 
volgen af le leiden. 

Indien F(x) en f(x) twee functiën voorstellen , tcelke elh voor x = O 

verdwijnen^ terwijl de afgeleide functie fi(x) , vooê»^ M^- wwdân ■ n wwi x 

F(x) 
hetzelfde teelien hehoudt^ zal de verhouding -jz-) '^^ds oegrepen zijn tus- 

schen de grootste en hleinste waarden^ welke de verhouding der afgeleide 

F (x) 

functiën -i— , tusschen de gremen «« x hekomt. 

Laat, om zulks te betoogen, A de kleinste en B de grootste 
waarde der verbouding "yiTx aanduiden , dan zullen de verschillen 

-JLJ — j ^ JLJ — By klaarblijkelijk met tegengestelde teekens aan- 
gedaan zijn; en zulks zal met de verscbillen 

F,{œ)-Af,{x), Ft(x)—Bf,{x) 

evenzeer bet geval raoeten wezen , uitboofde fi{x) understeld wordt 
niet van teeken te veranderen. 

Daar nu deze grootheden respectivelijk de eerste afgeleide func- 
tiën zijn van de verscbillen 

F{x)-^Af{x), F(x) — Bf{x), 

zoo zal, volgens § 7, eene dezer laatste grootbeden steeds aangroei- 
jende, en bet andere steeds afnemende zijn; of , onidat elke derzelven 
voor i? := verdwijnt, zal bet eene verschil eene positieve en bet 
andere eene negatieve waarde bebouden ; en aangezien f(x\ volgens 
de aangenoraen onderstelling , insgelijks eene positieve of negatieve 
waarde beboudt, zullen de verscbillen 

evenzeer met tegengestelde teekens zijn aangedaan, waaruit ter- 
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F(x) 

stond afgeleid wordt, dat de verhouding -— -' tusschen il en ^ nioet 

•^ **' Fm (t) 

begrepen zijn. Daar nu de verhouding der afgeleîde functiën -—-., 

tusschen en x achtervolgens aile waarden verkrijgt gelegen tus- 
schen A ^n B ^ zal er noodzakelijk met elke waarde van x , eene 
kleinere ix •=. x* overeenstemmen, % een positief getal < 1 zijnde, 
waardoor aan de vergelijking 

i[x)- A M ~h{x') ^'' 

kan worden voldaan. 

Zijn de functiën F(x), ^{x) van dien aard, dat ook hare afge- 
leide Fi(a?), /'i(ir) voor x^=.^ verdwijnen, dan zal men, volgens 
het zoo even betoogde, niogen stcllen 



en dus 



F{x) F^iix) 



f(x) f^iix) 

In het algemeen, indien F{x), f(x), even als hare n — 1 afge- 
leide functiën 

Ftix), F^(x) .,.Fn-iix) 

A W r A (^) • • • fn-1 W 

gelijktijdig voor a? = verdwijnen, en fn[x) hetzelfde teeken be- 
houdt tusschen en a: , zal men uit het voorgaande raogen be- 
sluiten 

F{x) ^ Fnjix) 

rw AO"^ ^ 

waarin % eeniglijk een positief getal ^ 1 voorslelt. 

Schrijven wij thans in de verg. (1) voor F(x)^ F {a-\-h) — F {a) y 
en voor f{x)j f{a + h) — /"f^, h het veranderlijke élément zîjnde, /^ 
dan voldoen deze functiën aan de aangenomen onderstelling om 
voor fc = te verdwijnen. De afgeleîde functiën zijn thans iî\ (a + h), 
/'i(a-f.yi); en zoo nu deze laatste hetzelfde teeken behoudt tusschen 
de grenzen a en a + fc, kunnenwij, op grond der verg. (1) tôt 
deze meer algemeen e besluiten , 

j{a + h) — F {a) Fi (a + ih) 



f{a-+.h)— fia) n(a + ih) 



(3; 
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In het bîjzonder geval , waarin f (a) = 0, f{a)z=zO, komt er 

F{a + h) _ Fi ja-hih) 

fia -h h) ~ 77(a + i/i)' 
Derhalve 



of, indien tevens de n — 1 achtervolgende afgeleide fanctiën voor 
jF=:a verdwijnen, heeft men 

r(a + M A (a) 
waardoor de hiervoren vermelde eigenschap bewezen is. 

S -42. De vergelijking (4) kan ook geraakkelijk uit eene meet- 
kunstige beschouwing afgeleid worden. Laten naraelljk AM^ Am 
(fig. 4) twee kromrae lîjnen voorstellen tôt vergelijkingen hebbende 
y = F{iv)f y = /"(^r), en zich snijdende in het pimt ^, gelegenop 
de as der abseissen. Zij À =. a, en OP:=.x de gemeenschappe- 
lijke abscis der punten ilf , m. Men stelle nog AP =z x — a =zz h , 
dan heeft men 

F{x) _ F{a + h) _ MP _ tg.MAP 
7W ~ fid+h) ~ mP ~ tg. mAP ' 

Nil heeft men F{a)=iO, f{a)^=:0, en blîjkbaar zal deUmietder 

verhoiiding — — , bij vermindering van fe, overeenkomen met de 

verhouding der tangenten van de hoeken , weike de raaklîjnen der 
beide kroraraen in het snijpunt A, met de as der x vormen. 

Derhalve L%m. -— -( =z — r-rr- 

f{a-hh) f,{a) 

De omstandigheid dat jPi(a), /'i(a) insgelijks beiden nul worden, 
zal plaats hebben , indien de as OX zelve eene geraeenschappelijke 
raakiijn aan het punt A der twee kromraen wordt. Wij zullen later 
bij de behandeling van de théorie der kromme lijnen, de meet- 
kunstige beteekenis doen kennen van het geval, waarin tevens de 
tweede en hoogere afgeleide functiën , voor a?=a, verdwijnen. 

§ 43. Het voorgaande leidt ons thans tôt àçxi navolgenden regel 

voor het bepalen der wezenlijke waarde van eenig gebroken —, 

waarvan teller en noemer functiën eener veranderlijke grootheid 
X voorstellen, die eîk , voor eene bijzondere waarde ir = a , nnl 
v^orden. . 
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Men differentiëre ielîer en noemer ten optigie van x zoo veîe achter-- 
volgende mcUen aU noodig U om afgeleiàe functiën te hekomen , die, voor 
X = a, niet meer verdwijnen ; dan zal het quotient dezer laatste functiën 
de waarde van het gehroken doen kennen, 

Bijaldien slechts eene dezer functiën eene eindige waarde verkrijgt , 
terwijl de andere nul hlijft , zal het gehroken nul of oneindig wor- 
den^ naardat de noemer of de teller het eerst eene eindige afgeleide 
funciie oplevert, 

Deze regel is evenzeer toepasselijk op het geval van a =z oo. Im- 

mers, schrij vende in de functiën J'(ar), f{a;) voor a;, —, zoo heeft men 

t/ 

X_ _ Fix) _ ^\^ 

r - f(x)- ..1/ 

y 

Alsdan wordt X=iO en JT^nrO voor y = 0, en men zal nu mo- 
gen stellen 

Fil) J',(I).-L jp/i) 
Ltm — - — - = —, voor y = 0, 

ni) u$i, A(i) 

dus Lim. -jj-r = -r-T- , voor :F = OD. 

Dezelfde regel strekt zioh daarenboven op het geval uit, waarin 
X en X' voor x = a oneindige ivaarden belcomen , en dus het ee- 

X 

broken — den onbepaalden vorm ^ aanneemt. Want , stellende 
dat gebroken onder den vorm , 



1 




1 


1 




/(r) 

1 



X F{x) 

waarin nu teller en noemer voor xz=za nul worden, dan heeft men 
volgens den voorgaanden regel . 

X _ AM FHx) _ f,{x) X^ 

^"*- x: ~ F,[x)' r- w ~ Ft(xy~x'^ ' 

waaruit onroîddelijk afgeleid wordt , 

,. X _. F{x) F^{x) 

Ixm, — - = hm. —- = .-11-L voor x = a, 

welke uitkomst insgelijks geldig zal zijn voor het geval van a =r os. 
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S 44. Wij laten thans eenige yoorbeelden volgea ter toepassing 
van den zoo even gegeven algemeenen regel. 

X x^ — a» 
10 --- =: voor j? = a, 

dX dX' 

dx dx 

dX n 

dT—m'^ ' 

X n 

dus — - = — a"-»», 

Z m 

even als reeds vroeger (§ 40) langs eenen anderen weg gevonden is. 

X x^ — a^ 

2^. -^F7 = voor nrrO. 

Jl n 

Daar n hier het yeranderlijke élément voorstelt, heeft men 

dX dT 

—- = a7»/(ar) — a»ï(o), -— z= 1. 

dn dn 



dus 



en 



dX 

— = x^l[x) — a^l(a), 

-A a 

X a?*— 2aa?» + 2a»ar*— 2a3ar+a« 

X a?' — 3a*a7 + 2a' 

dX 

— z= 4ar* — 6ax^-]-Aa^ X — 2a^. 

ax 

Deze uitdrukkingen wederom nul wordende voor x=.a, zoo 
geeft eene tweede differentiatie 

d^X 

j = 12a?« — 12iwr + 4a*, 






= 6x. 



, . X 12a?* — 12aa7 + 4o« 4a» 

dus ^, = ^^ =-- = 4a. 
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X V(a^-\-ax + x^)—V(a*—ax-ha;^) 

^ ' -vr = -^ 77 — : — r 77 ^ 9 voor x=0, 

X V(a + x) — V{a — x) 

dX _ a + 2x a—2x _ 

~dx~ 2V{a^ + ax -h x^) 2V{a^—ax'-{-x^) ~ ' 



5«. 



dX' 


* 1 * * 


dx 


21/(0+*) 2v/(o— «) i/a' 




r - *"«• 




^=7 — , voor X — 00. 

X X 




X dX M 




X' dr X ' 



Deze uitkonist leert tevens, dat voor toenemende waarden van 

eenig getal x , de logarithmas minder snel aangroeît, dan het ge- 

tal zelf. 

X a^ 
6^ -= =• — , voor s = OD, 

JL X 

X dX a-lia) V , .. . 

7^ ^=7 = -7-^ . voor jr =r 0, 

X cot. X 

X _dX _ _ sin^x _ 
y d^X 2sin,xco8.x 



= 0. 



X x^ 
8®. -:^ = — voor ar = 00. 

X «^ 

Zij a een positief getal, gelegen tdsschen de geheele getallen 

n — 1 en n, dan heeft men, na n achtervolgende differentiatiën 

d^X 

- — 1= a(a — 1) . . . (a — n+ l)x^-», 
dx^ 

d^X' 



dx^ 



«^ 



dus ' j^^^C+D-.-Ca-n+l)^ 

zoodat de noemer van het gebroken veel sneller toeneemt dan de tellef 1 



1 
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§ 45. Het aantal differenliatiën, dat in somraîge gevallen vereischt 

X 

wordt om de waarde van eenîg gebroken -r; , onder den vorm — te 

kunnen bepalcn, is eeniglîjk afhankelijk van den exponent des 
gemeenschappelijken factors x — o in tellerennoenier voorkoraende. 
Zulks laat zieh terstond afleiden uit de reeds in § 33 geniaakte op- 
raerking, datnamelijk indien X = [x — a) ^<p{x), en X' = [x — a)'" /(a?) 
is, m een geheel positief getal zijnde, alsdanal de afgeleide fanc- 
tiën tôt die der m — 1 orde ingesloten , vooric zz: a zullen verdwijnen. 
Het gebroken in ons 3® voorbeeld opgegeven, heeft twee achter- 
volgende differentiatiën gevorderd , en werkelijk is ook [x — a)* een 
gemeenschappelijke factor van teller en noemer , verraits 

X = (x—a) *(a;2 + a*) en T =: {x—a)^{x + 2a). 

Even zoo zal het blijken dat men teller en noemer van het gebroken 

X x^ — ^ax^+7a'^x — 2a^ — 2a^\/{2ax—a^) 

^ X ~ 5 — 2aa? — a» + 2aV(2) ax—x^) ' 

hetwelk, voor a? izr a , overgaat in -- , vier ach ter volgende malen zal 

hebben te differentiëren, alvorens tôt de wezenlijke waarde — 5a te 
kunnen geraken. 

De functiën X, X' zouden dan ook hier elk door{x — o)* algebraïsch 
deelbaar behooren te zijn , hetgeen evenvi^el onder haren eindi- 
gen vorm niet mogelijk is. Indien men echter daar in x door 
a -j- h vervangt , en de irrationale termen vervolgens in reek- 
sen naar de opkliramende magten van h ontwikkelt, zal men, na 
eenige herleidingen bevinden, dat teller en noemer met den ge- 
meenen factor A* aangedaan , en alzoo door (x — c)* deelbaar zijn. Na 
het weglaten van dien factor, en door vervolgens in de overige ter- 
men h= te stellen, zou men insgelijks — 5a tôt liraiet van het 
quotient bekomen. Wij bepalen ons hier bij deze beknopte aan- 
-wijzing, aan den lezer deuitwerking van elke dezer tv^ee verschil- 
lende handelwijzen overlatende. 

Mogt echter de exponent van den gemeenen factor [x — a)'", een 
gebroken zijn tusschen de geheele getallen p en p + l gelegen , 
zal men, na p + 1 differentiatiën, voor x z=z a, oneindig groote 
waarden voor de afgeleide functiën bekomen , en de verdere diffe- 
rentiatiën behooren te staken , dewijl al de volgende afgeleide func- 
tiën vanX en X^ insgelijks oneindig groot worden (§ 32). Men zou 

in dergelijke gevallen de waarde van — ; kunnen bepalen door 
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^ — a = h te stellen , en vervolgens tôt de ontwikkeling; in on- 
eindige reeksen over te gaan , ten einde den factor h"* uit teller 
en noeraer te verdrijven. Het is echler niet onbelangrijk hier te 
doen opraerken , dat de toepassing dezer oroslagtigehandelwijze dik- 
werf vermeden kan worden, verraits men het quotient der afgeleide 
functien die het eerst oneindig worden , na eenîge herleiding , tôt 
den vorm - kan terugbrengen , waarvan de wezenlijke waarde 

zich alsdan gemakkelijk, zelfs zonder nieuwe difierentiatie te ver- 
rigten, laat bepalen. 

Om het gezegde door een enkel voorbeeld te staven, zoo kiezen 
wij hiertoe het gebroken 

X _ a + V{2a^ — 2ax) — V{2ax—a;^) 



X' a — x + V{(i^—x^) 



5* 



hetwelk , voor x z=ia, overgaat in -. 



Eene eerste differentiatîe geei't 
dX a 



X 



dx V2 (a* — ax) V{2ax —x^) * 

dX' X 

lx~ ~ * ~ {/{j^ZTx^' 

Men ziet dat elke dezer afgeleide fanctîën, voor x =: a, oneindig 

wordt. De verhouding -— welke, in die onderstelling, dezelfde liniict 

tôt waarde bekomt aïs het gegeven gebroken, kan echter ook aldus 
worden geschreven : 

aV{2ax — a7*) + (fl — x)V2{a^ — ax) a* — x^ 

{x + V(a» -^«))V(2 ax — x^) ^ 2^ (ô^'^) * 



welke uildrakking thans,yoor or =: a, den vorm - aanneemt. 

Nu wordt de eerste breuk van het Yoorgaande product = 1 , 
terwijl de tweede break , na weglating van den geraeenen factor 

V{a — x) overgaat in V . De substitutie van x = a,geeftter- 

stond V — = 1 > voor de gezochte waarde van het opgegeven ge- 

net 

broken. Deze nitkorast zoade minder gemakkelijk uit de ontwikkeling 
in reeksen verkregen zijn. 

§ 46. Elk gebroken van àen vorm 

X^_ ^ar'» + jgj T^-^ ^^. -^-Tx + V 

X' ~ Aix'n +B^x^-\ . . ~ . ^-i-TiX+Ut ' 
I. 5 



1 
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-waarin n en m positieve getallen aandaiden , neemt voor j; = oo , den 
Yorm -^ aan, en zal tôt liraiet hebbcn —, of oo, naardattizzim, 

n < ffi of n > m îs. Want , stellende a? = - , dan gaat het gebroken 
over in 

^+% + rv''-i + ry _„ 

^i+ifiy -I- r,r-'+t^,r '^ ' 

Yoor a; = tt wordt y == 0; zoodat de limiet van het gebroken 

À A 

is — . t/«-« , en dus •—- , of oo , naar dat n = < of > m is. 

§ 47. Beschoiiwen wij thans de grootheden die eenen der vormen 
Ox»> ^ — ^ aanneraen. Wat den eersteq beireft, ziet men 
terstond in, dat die vorm altijd tôt het quotient ^ of -S terug te 

brengen is , en aizoo geene afzonderlijke behandeling vordert. Aldus 
zal bijv. het product -tixcoU mj;, dat voor 0?= 0, overgaat in X oo, 

onder den vorm kunnen geschreven ^^orden, en mitsdien tôt 

tg,mx 

n n 

limiet hebben — cos,^ mx = — ; welke uitkomst ook , zonder difie- 

fit m 

rentiatie, had kunnen verkregen worden , door het gebroken onder 
den vorm — . — voor te stellen , en op te merken dat de betrek- 

m ig. mx 

king tnsschen eenen oneindig kleinen boog en zijnen tangens tôt 
limiet heeft de eenheid. 

Nemen wij tôt een tweede voorbeeld x log. x , welk product 
voor a: = 0, insgelijks overgaat inOx ». Schrij vende hetzelveechter 
onder den vorm ~ = -y^, waardoor het in 2?. verandert , dan 

X 

geeft de differentiatie van teller en noeiher^ voor de waarde van 
dat gebroken 

zoodat het product x log. x meer en raeer tôt nul nadert, naarmate 
X kleiner genoraen wordt. 

Het zal op gelijke wijzeblijken ,dat, in het algeraeen , het product 
x^log.Xy voor a? zz: , evenzeer nul tôt liraiet heeft. 

Elke uitdrukking van den vorm os — oo zal altijd tôt dien van - 

te herleiden zijn , en dus voor eene der voorgaande handelwijzen 
vatbaar zijn. 

Nemen wij tôt voorbeeld de groolheid 
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X 1 



weîke , voorx= 1 , den bcdoelden vorm aanneemt. IViilaatzich deze 
uitdrukkiog ook aldus schrijven : 

xl[x\ — x-^\ 

[x—\)l{x) ~ 6" 

Hierop den gewonen regel toepassende, vinden wij voor de waarde 

van dat gebroken , 

lix) t 



X 



Door eene volgende differentîatie bekomen wij echter , 

1 

7 1 



11—2' 

1 z 

X x^ 

voor de waarde van het opgegeven verschil. 

§ 48. De uitdrukking X^* kan zich, voor eene bîjzondere waarde 

van Xf onder een' dezer drie vornien 0®, oo®, 1" voordoen. Door de 

waarde van haren ]ogarilhraus X^l{X) te bepalen , za] men spoedig 

tôt die van den exponcntialen vorra geraken. Zij bijv. de fnnctie 

x^, voor j? = overgaande in 0* , dan heeft raen , volgens het reeds 

hiervoren gevondene , x l{x) ■= ; derhalve x^ z=z 1 voor j? = 0. 

1 

X 

De uitdrukking i/a? = a?^ wordt voor a? = oo , od«. Haar loga- 
rithmus is — = =. Na differentiatie van teller en noemer, komt 

er voor de waarde van da4 gebroken - = , dus ar^ = «® = 1, 

X 

1 
Voor a? = l wordt de grootheid x^"" =z 1 ** , waarvan de loga- 

rithmus -^ in -overgaande, alsdan tôt waarde heeft = — 1. 

1— X ^ ' X 

Derhalve bekomt deze exponentiale grootheid, voor ar = 1 , 

waarde e—^ = -. 

e 

Beschouwen wij eindelijk nog de uitdrukking 

fi 

(1 + mxY, 

welke, voor 4? = 0, insgelijks in 1* verandert, en tôt logarithmuf heeft 

nl{l + ma?) _ 
X — ÏÏ' 
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Na difierentiatie van teller en noeraer korat er voor de waarde 
Ysm dezen logarithmas 

mn ^ 

m mn , voor or = , 

1 +ms 

dus is de gezochte waarde e!^\ 

Men zoa dezelfde uitkomst ook hebben kannen afleiden , uit de 

1 

ontwikkeling van het bînorninm (1 +m;7)^ , op de wijze alszalksin 
onze Lessen over de hoogere algehra , S ^^^ » aangetoond is. 

S 49. Ten beslaîte dezer les voegen wij hier nog een aantal voor- 
beelden bij, welke ter verdere oefenîng in het thans behandelde 
onderwerp kunnen strekken. 

a — y(a^—:gi) 1 

1. ^^ = — -, voor a? =z 0. 

VV + o») 

2. — ^ -' = 00 , voor œ z=z — a. 

^4 — ax^ — 6a^je^ — 5a'a? — a* 3 

a;* + ax^ + a^x^ + Sa^x + 2o* ~ V ''^'' ^ — — «• 



a + s-hVia^ + x^) 
4. - 
a 



— — ___\ = — 1 voor 0? = os. 



a? — (n-f-l)a:«-t-i-|-fM?»»+2 n(n-f-l) 
^- (TZ^)^ = — 2— , voor^=l. 

«; + a?3 _ (2fi-f-l) a?2n+i_j^2n— 1) a?2n-^3 
o. (|_^j), = n\ voor a? = I. 

" a?V(2aa? — iT») — aV(2a^ + ^ax) + x* — — 5— , voor a? == 

l/j? — \/a + V(x — a) 1 

«• v/(s»-a«) ^ = V^' ^^^"^ ^ = «• 

a'* — ^*» 

^- "77"; T7~r ==««", voor a? z= a. 

I (a) — Z(a?) 



10. 



a — X — a i(-) 



a — ^(200? — 0?*) 



j.= — 1 , voor X =: a. 



^^' ~fnr\ — ^ = 2, voor a? =:0. 
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12. ^—^ — = 1, voor X = 0, 

x^ 

^ _ 1 — sin, X + <^08, X ^ ^ 

13. -: , = 1 , voor iF = «. 

s%n, X + C08, X — 1 ^ 

^^' 1 nrr = — 2, voor a; = 1. 

1 X'-{-l{x) 

15. — — = 0, voor a? = 00. 

16. — ^ = O3,lof0, voorar=0, naardatn) I, = 1, of <lis. 

x'* 

17. ~ ^^'' ^ = (»,-ofO, voorar=0,naardatn>2, = 2of<2is. 

a?» 2 

18. (1 — ^)*flf. -5- =-, voor a? = 1. 

19. r^f. (45«+ir) cof. 2iF z= 2, voor ^ = 7- 

20. «ec. X — tg, x = , voor a? = ;r. 

21. -r;^;: T. 7nr- = « ^ » ^'^^r x = 0. 

a?(eî^^_l) 2a;2 6 

_ _ l • 7t 1 .^ 

22. — - — = — TT*, voor a? = 0. 

2x^ Ixtg.itx 6 

3? * 

23. 1/2^-M = 2, voor x = od. 

1 

24. xe^* z=L 0, voor or = od. 

1 

25. [Àx"^ + Bx»*-i J^Uy z=zl, voor a?^±=: 09. 
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Herncincn wij te dien eînde de rceds in § 41 betoogde algemeene 
verhoading 

F(a + h)-F{a) _ F,(a+ih) 
f{a-hh)—f{a)~ f,[a + ih) ^^ 

waarbij cenîglijk verondersteld wordt, dat F(x) en ([s), eyen als 
hare afgeleide Fi{x) , fiia;), onafgebrokeu fanctien zijn tasschen a en 
a + A , en daarenboven de afgeleide f unetîe fi(x) tasschen dezelfde 
grenzen niet van tecken verandere. 

Indien F [a) en /"(a?) beiden voor xz=.a verdwijnen, heeft men 

F(a-\-h) _ F,{a^i h) 
fia + h)— ft{a+ih) ^^ 

Onderstellen wij eehter dat die functiën voor x=za niet ver- 
dwijnen , inaar dat zulks wel het geval zij , met hare n — 1 achter- 
volgende afgeleide faiictiën, dan zal men uit de vergel. (4) en (5) 
gemakkelijk tôt de navolgende besluiten 

F{a+h)—F(a) _ F^rg + i^) ,g. 

f{a + h) — f(a) fn{a-hih) ^ ^ 

zijnde hierîn i steeds een getal < 1 , waarvan eehter de waarde 
versphillend is van diç, welke in de gemelde vergelijkingen voorkomt. 

De voorgaande vergelijking onderstelt nu dat F [x] en f{x),eyen 
als hare afgeleide functiën tôt Fn(x), fn(x) ingesloten , onafgebro- 
ken functiën zijn tusschen de grenzen a en a+^ï^n datbovendien 
elke der afgeleide functiën /"i (^), /iC^),... fn(x) daarbij hetzelfde tee- 
ken behoudt. 

Men kan aan die voorwaarden, voor zooveel f(x) betreft, onder 
anderen voldoen, door te stellen 

f{x) = (x — a)». 

Hier ait volgt naraelijk 

f^{x) = n (a?— o)«-i , f^{x) = n.(n — 1) (a:— o)«-^ 

f,n-i){iP) = n (n— 1) (n— 2) . . 1 (x—a) 

en fn(x) = fn (a + ih) z= 1.2.3.. . n, 

zoodnt f{a), fi{a), fn-\[o) golijktijdig verdwijnen, terwijl fn{a) eene 
standvastige waarde behoudt. Wijders wordt {[a-^-h) = hJ* , zoodat 
de vcrgelijk. (6) thans overgaat in 

F[a^h) — F[a) _Fn[a-^ii^ 
A« ~~ 1.2.3.. n. 
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of F(a+h) — F(a) = , , ' , F„(a + i?>). . . : • (7) 

Voor ni=: 1 , heeft meri 

Fia+h) —F{a) = h F^{a + tfc). 
Het is klaar, dat men hîerin aan a tevens de veranderlijke waarde 
X kaa geven , en daarbij h aïs standyastig beschonwen , hetgeen 
op de waarde der afgeleide functie geen' invloed heeft. Men kan 
dienvolgens stellen 

F{iX} + h) — F(x)=:hF^{x+ih) .... (8) 

welke vergelijking thans aan de eenige voorwaarde verbonden is, 
dat F(x) en Fi[x) onafgebrokene functiën blijven tnsschen de gren- 
zen X en X '\-'h (*). 

S 52. Stellen wij thans hFi[x + ih) = hF^{x) + 9Wy dan zal, 
ingevolge de verg. (8) 

ç>{h) = F{X'\'h) — F(x) — hFi{x) 

eene functie van h aanwijzen , welke, even als hare eerste afgeleide 
Fi{x+h) — F^{x) , tegelijk met h verdwijnt, en tôt tweede afgeleide 
heeft F^ix+h). 

Merken wij hierbij op , dat het voorste lid vah verg. (7) insgelijks 
eene functie van h voorstelt, die, even als hare eerste afgeleide 
Fi(a4-fc), voor ft =: 0, verdwijnt, dewiji jF,(a) =z ondersteld is. 
Neemt men n rz: 2 , dan wordt de tweede afgeleide functie daarbij 
ondersteld niet voor a =z te verdwijnen, zoodat wij , volgens het 
tweede lid der verg. (7), met toepassing op 9{h), raogen stellen 



{*) Het zal niet ondicnstig zijn hier aan te toonen, dat de form. (8) tevens Toor 
een meetkunstig betoog Tatbaar is. Laten de punten M, M' in de figuren 1 en 2 
tôt de abscissen a: en x -{- h behooren, vvaarmede de ordinaten ^(^r) en F{x-i-h) 
overeenstemmen , en zij ^ de hoek door de koorde MM' met de as der abscissen 
geTormd, dan heeft men blijkbaar 

F{x-^h)^F{ir) = htg.^. 

In fig. 1 snijden de raaklijnen aan de punten M, M' de gemelde as onder hoe- 
ken die respectievelijk kleiner en grooter zija dan de hoek i^, terwijl in fig. (2) 
het tegenovergestelde plaats vindt. Daar echter die hoeken, tusschen de grenzen 
X en X -^ h o^ eene onafgebrokene wijze toenemen of afnemen , zoo is het klaar, 
dat er noodzakelijk eene abscis x-i-h^ ^ x-i- h zal aan te wijien zijn , voor welke 
Fi{x H- Aj) dezelfde waarde als ig, v verkrijgt , of met andere wqorden , dat er 
tusschen M en M' een punt aanwezig zal zijn. alwaar de raaklijn evenwijdig aan 
de koorde àfM' loopt. Derhalve heeft men 

/'Xi' + A) ~ /l[.r) = hFiix-^ih); 

door ih wcdcroni ccnc grootheid ( h verstaande. 
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F{x+h) — F{x)—hF,{x) = ^F,ix+ih) = ^F,(x)-hf'{h) 

dus wordt 

^'{h)= F{x + h) — F{œ) — hF,{x) — ^ F,{x) , 

eene functie Tan h, die even aïs hare nfgeleiden van de eerste 
en tweede orde, 

F,{x + h) — F,{x) — h F^{x) , Fj (a; + « — F^[x) . 

tegelîjk met h verdwijnt, en tôt afgeleide der derde orde beeft 
F^{x + h). 

Op grond van verg. (7), waarin nu n = 3 te stellen is, en waar- 
van het voorste lîd alsdan dezelfde eigenschappen bezit aïs ç'{h)y 
niogen wij dus stellen 

F[x + h)-F[x)-hFlx)-^^F^{x) = J^F,{x+ik), 

oî F(x-hh) = F{s) + h F,(x) + ^ Ft{x) + y^ F,{x + ih). 

Op gelijke wijze voort redenerende, komt men van zelve tôt de 
algemeene formule 

F{x +h)z= F{x) -H hF^'x) + ^2 ^»W + ' ' ' 

+ rr- ï Fn-i{x) + — ^ Fn [x + ih). . (9) 

l.2.,n — 1 1.2..n 

wdke niets anders dan de reeks van Tatlok, doch onder eenen 
eindigen vorm voorstelt, zoodat de laatste term 

de gezochte uitdrukking oplevert voor de som van al de termen , 
die op den n^« terni volgen. 

Kent nien nu de grootste en kleinste waarden J en j5 van de n* 
afgeleide functie J'„(4?+A), dan stellen 

172"^' ^" ÏÏ2T^ 
de beide grenzen voor, tusschen welke de som der weggelatene 
termen begrepen bUjft, en hierdoor zal me?i tevens den graad van 
benadering der waarde van Fix-^-h) kunnen bepalcn , bijaldien de 
reeks slechts lot den n''<^'' terni v.'ordt voortgezet. 
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Yoor de reeks van Maclaobin, yindt men dus onmiddelijk, door 
in de voorgaande a: = 0, en h=zx te stellen , 

F{w) = F(0) + X F,(0) 4- ^ F,(0) . . + ~ Fn{ix) . .(10) 

waarin — — -' F„(ta7) de soni der (n+1)* en volg^ende termen der 

reeks aanwijst. 
Indien nu de grootheden 

h^ x^ 



1.2.3..n ' ' " 1.2.3..n 

bij toeneraende waarden van n , meer en meer tôt nu] naderen , 
zullen de ontwikkelingen (9) en (10) de oneindig voortioopende 
reeksen van Tatlor en Maclaurir opleveren , welke alsdan respec- 
tievelijk F{x + h) en F (a;) tôt som of Hmîet verkrijgen. 

Deze omstandigheid zal altijd plaats hebben, ingeval al de afge- 
leide functiën , voor aile waarden van n , eindige waarden behonden 
tusschen x en s +h^ en dus ook voor x =i 0. Imraers, de factor 

zal , voor eindige waarden van h , meer en meer tôt nul na- 



deren , hetgeen blijken kan door deze grootbeîd te schrijven onder 
den vorm van een gedurig product 

h h h h h h 



waarin p en p + 1 de twee gebeele getallen aanduiden, tusscben 
welke h begrepen is. Daar elke der breuken volgende op - nu < 1 
wordt , zal derzelver product noodzakelijk nul tôt limiet hebben. 

S 53. Elke functie van x zal alzoo met behulp der reeks van 
Maclaurin, volgens de opklimmende gebeele magten van rckunnen 
ontwikkeld worden, zoodra die functie , tegelijk met hare afgeleiden 
van verschillende ordcn , tusschen en a? onafgebroken is. 

Bijaldien het vooraf bekend is , dat F{x) en F{x + h) volgens 
dergelijke convergerende reeksen kunnen ontwikkeld worden, zul- 
len die reeksen met die van Ma^claurin en Tatlor raoeten overeen- 
steramen. Om zulks aan te toonen , stelle men 

F {x) = Oo + a^x + a^x^ + a^x* + enz. 
dan vindt men door achtervolgende differen lia tien, 

Fi{x) z=z fli + 2aja? + 3030?* H- -ia^a?^ + . . . 
F^{x) = 2^1 -f- 2.3.030; + 3.4a4ar* -4- • • . 
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F>i = 2.3.4 «, + ... 



waanut lertfood wétgt 

rO) = a,, F/0) = #,, F,0; = 2-,, F^Oj = 2.3«„ 

eo in bet a^emeen 

F/«) = 1.2.3. .M m^. 
Derbalre 

Ffx)=F(0).-Hf^,(0)+^F,îO) + ^F,(0) + ai«- . (Il) 

xijnde de reeks Tan MACLirais. INe Tan Tatlok kan nn daarait aïs 
een onmiddellîfle gerolg afgeleid worden. 

Immeri zîj F(jr) = f(s -+- h) , dan heeft men , h hierbij stand- 
rafiig aannemende , 

F^[x) = U(x H- fc). F,(jr) = U{x + fc) eni- 

Derhalre 

F(0) = /-(fc) . F,(0) = A(fc) , F,(0) = /-.(à) , 

waardoor de vorige reeks overgaat în 

en liierln /i en ^r ouderling verwisselende , komt er wederom 

f[x^h)=f{x)-^hU{x) + ^U{x)^-^^U[x) . . (12 

zijnde de reeks van Tatlor. 

Uit deze laatste laat zîch, door voor x te schrijven a + (jr — a), 
nog de navolgende ontwikkeling van F(x) afleiden. 

F(x)= F(a)+(x-a)F,(a)+^^=^f,(a)+^^^»i!',(«)+. (13) 

waarin na altijd aan a zoodanige waarde gegeven kan worden, dat 
F(a), evenmin aïs hare opvolgende afgeleiden , oneindig worden. De 
bruikbaarheid dezer reeks vordert intasschen altijd , dat aan de 
voorwaarden der convergentie voldaan worde. 
S 5-4. De tcrmen 



ZESDE LES. 77 

\(relke de resten der reeksen van Tatlor en Maglavrih genaamd 
worden , en als zoodanig de grenzen kunnen aanwijzen van de fei* 
len die men begaat, door zieh bij de n eersfe termen der reeks 
te bepalen, zijn vatbaar om nog onder eenen anderen vorm te wor- 
den voorgesteld, welke in soramige gevallen het voordecl oplevert 
van spoediger tôt de beslissing aangaande de convergea tie der reeks, 
te kunnen leiden. 

Men schrijve naraelijk in de reeks (13) voor a, de veranderlijke 
grootheid js, en noeme ç>{z) de rest der reeks, volgende op de n 
eerste terinen, dan heeft men de vergelijking 

y{z) = F{x) - F{«) - {x-z) f ,W - (^ZlfIV,(*)..- Y^^^ Fn-1 W , 

(2) 
waarvan het tweede lid voor z = x verdwijnt, zoodat ç>{x) =. 0, 

wordt. Deze vergelijking differentiërende ten opzigte van («), komt 

er, uithoofde van de zich onderling vcrnietigende termen, 

Wijders is, volgens forin. (8) 

ç>{z) = f>(x)-f-(2 — x) sPi(af + »(« — x)), 
oî omdat ç>[x) zz: is , 

çp(z) 1= {z —X) ç?, (ar -f. 1 (« — a:))- 

Schrijvende nu in d^ hiervoren gevondene waarde van ^i[z), voor 
z, x-^%[z — a?), dan vindt men terstond voor de gezochte waarde 
der rest in de ontwikkeling van F{x) , 

in-^(x — zY 
^^"^^ "^ 1.2.. n— r ^^"^^"^*^^-"^^) 

%1-Mx — a)"» 

Daar i hier weder een getal <[ 1 beteekent, zoo belet niets oni 
t in de vorige formule door 1 — t te vervangen , zoodat wij ook 
rnogen stellen, 

i.jf.. n — — 1 

i dezelfde beteekenis aïs voren behoudende. Aldus komt er voor 
de ontwikkeling van F(x) , de meer algeraeene reeks 
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P(x) = Fit) + (* — «) F,(,) + ^f^F^(,) . . . 

+ 1.2... n-1 •^'' + *(*-*^) 

welke, voorz = 0, en voor a? — « = fc , achtervolgens overgaat in 
de twee volgende 

F{x) = F(0) + xF,(0) + ^F,(0). . . +^*^J^" l^n (<^) 

wâarvan de laatste terraen thans de resten van de reeksen van MACtAir- 
Riif en Tatlor onder eenen anderen vorm voorstellen , tôt yervanginç 
van die , welke hiervoren (§ 52) langs eenen verschillenden weg ge- 
vonden zijn, en waarîn de break t blijkbaar eene andere waarde 
dan die, welke in de laatst geTondeneuitdrukkingen voorkomt, zal 
hebben. De kennis der waarde van t, in elke dezer resten, wordt 
echter niet vereischt bij het bepalen vanderzelver limiet voortoe- 
nemende waarde van n, zoo aïs nader zal kunnen blijken ait de 
toepassingen , welke wij , in de volgende les , op eenige bekende 
functiën zullen maken. 
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Toepassingen der reeksen van Maclaurin en Tatlor. 

§ 55, Beschouwen wij in de eerste plaats de functie 

?/ — a^ » 
gevende (§ 19) Fi[!s) = aH(a). F^{x) = a''ï^{a) . . . F^{x) =. a'^^a), 

dus F{0) = 1 , F,(0) = l{a), F,(0) = P(ti), . . . ^^(O) = ^a). 

Met behulp der reelcs van Maclaubin, bekomen wij aizoo, volgens 
de form. (10), voor de ontwikkeling van a^ in eeneii eindigen vorm 

a^ = l + a?Z(a)+— IHa) . . . +_i-L., 

(xl(d))n 

Daar nu de factor ,— in den laatsten term voorkoraende, nul 

1.2. . . y» 
tôt liraiet heeft, zal de oneindig voortîoopende reeks, (§ 52) voor 

aile waarden van x convergerende zijn , en dus a^ tôt som hebben. 

In het bij zonder geval vano =i e, komt er 

insgelijks voor allewaarden van x geldende. 

Zij F{x) =z /(1-f-ar), dan heeft men, 

^, ^ , 1.2... n— 1 ^ 

JE'^ir) = ± ., dus 

tl + ar)'* 

f(0) = 0,Fi(0) = 1,F,(0) = — 1...£„(0) = ±1.2. . . n— 1. 

Dus Ï{1 -f ^) = 0? — -5- "t" ' ^'*** 

De rest -~ — F„(ta?) zal tôt vt^aarde bebben 

1.2... n 

a?" 



— «(1 +««?)" 
Om nu hieruit te beoordeelen of de reeks, voor allé waarden van 
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s convergerende is , onderstellen wij vooreerst , x positief en ^ 1 , 

dan wordt de break :- blijkbanr < 1 . De rest nadert dus tôt 

1 + tx ^ 

nul, en de reeks zal geldig zijn voor aile positieve waarden van 
j? < 1. Voor a? z=: 1 , zal nien tôt hetzelfde beslait koraen. Stelt raen 
daarentegen a; > 1 , dan zal de divergentîe der reeks reeds daarait 
kunnen blijken, dat de verhouding van eenigen terra tôt zijnen 
voorgaanden, bij toenemende waarden van n, tôt lîmiet heeft x, 
en dus een getal > I. 

Bij bet onderzoek der negatieve waarden van x , zal men , na 
veranderins" van bet teeken van x uit.de breuk 



nM — %x/ 



voor waarden van or ^ 1 , bij de onbekendheid van bet getal t , 
bezwaarlijk kunnen opraaken of a? > of < 1 — ix is. In dit geval 
zal men zicb met meer vrucht van den tweeden vorm der rest , 
te weten 

1.3...n— 1 '•^^~ (l+ia?)» 

kunnen bedienen. 

iTjçj.in — X voor x stellende, en in aanmerking nemende dat de 

breuk ~<( 1 wordt, zoo blijkt dat de rest 



(X — tj;\**~i X 
1 — ix f ' 1 — ù 



■%x 
voor n =z OD, nul tôt limiet heeft. 

Stel men nog a? = 1, dan wordt de rest * r , en dus nîet nul. 

Men besluit uit bet voorgaande, dat de reeks 

x^ x^ 
l{l + x) = X 1 enz. 

2 3 

geldig is, zoo wel voor aile waarden van x, gelegen tusscben de 
grenzen — 1 en + l , als voor x = l. 

Dezelfde uitkorast kan ook met bebulp der reeks van Tatlor , 
nldus verkregen worden. 

Zij F{x) = l{x), dus F^{x) =-i, F,W = — -^, 



Fn (x) = ± 



X ' X' 

1.2 .. . n — \ 



x^ 
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dan komt er, volg^ens de reeks (12) 

h"* 1 fc*» 

De rest --- — F« (x + ih) = ± > . 



foont terstond aan , dat deze uitdrakking voor h =z x en h(^x, tôt 
nul nadert , en de reeks dus in elk dezer beide gevallen zal convergeren 
tôt l(a;-\-h). 

Voor negatieve waarden van h, zal het onderzoek ook hier ge- 
makkelijker kunnen geschieden door niîddel der rest 

(1-, •).-!&» d-ij^-'h" 

1.2..«-1 ^''(*+»*^ - ± (*+ifc)» • 

welke, na verandering van h in — h, op het teekenna, alduskan 

voorgesteld worden: 

/ h — ih y-^ h 

\a: — ihj ' X — t/i ' 

en blijkbaar voor fc < a;, nul tôt limiet heeft. Voor h :=z x isdeze 

liraiet .. 

1 — » 

Be reeks is dus eeniglijk geldig voor fe = a;, en voor aile waar- 
den van h , gelegen tusschen — a? en -|- a?. 

Vervangt men K^ + fe) door l[\+-) + l[x), dan gaat de reeks, 

na - = 2 gesteld te hebben , over in deze 

l{\+^) = r— ^-j.~_enz., 

welke nu alleen voor z = 1, en voor aile overige waarden van «, 
gelegen tusschen — 1 en -}- 1 , convergent zal zijn, hetgeen met 
het hiervoren gevondene overeenstemt. 

S 56. Nemen wij thans tôt voorbeeld P(a7) = m. 4?, gevende 
Fiix) = cos.x, F^(x) = —sin. x, en in het algemeen (S 31), 

Fn{x) = sin, {x •+•--), 
dus F(0) = 0. F,(0) = 1. Fj(6) =: 0, enz. 

De rest --— stn, {ix -f- --) 

l.jS..Tt 2 

1. 6 
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zal, orodat de tweede fuctor | altijd ^lis, nul tôt lîraiet hebben, 
zoodat de reeks voor aile waarden van ac bruikbaar is. 
Men vindt op gelijke wijze • 

moetende in elke dezer en andere soortg^elijke reeksen , waardoor 
eene gonioraetrlsohe lijn in functie van den boog ontwikkeld wordt, 
a: steeds in deelen van den straal iiitgedrukt zijn. 

Indien raen uit F{x) = sin.x^ en F{x) = cos. x de wanrdenvan 
»in,{x + h) en co*. (a? -|- A) , met behulp der reeks van Tatlor wil 
afleiden , zal men daarvoor bekomen de reeksen 

«n. [x-^-h) = sin. x + h cos, x — — r sin. x -4- ^ ^ cos, x — enz. 

cos» (x-^h) zzi cos, X — h sm, x — ~ cos. x + sin, x + enz. 

waarvan de resten 

h» / .. ww fe» tir 

terstond de convèrgentie van elke dezer reeksen voor aile waarden 
van X en h aantoonen; hetgeen 00k beh.alve dien kan blijken, in- 
dien raen dezelve onder deze vormen voorstelt : 

sin. [x-^-h) =: sm- ^ (I — 7-^ '^T^o'i ~ ^^^) 

1.^ l.Z.0.4 

+ cos.xik--+j^^-em.) 
^ cos, {x + h)=z COS. ^ (' — ï-2 "*" 12 3 4 ~ ^"^'^ 

waarin de reeksen tusschende haakjes, volgens het hiervoren reeds 
gevondene, de waarden van cos. h en sin. h aanwijzen , en hieruit 
laten zich tevens afleiden de twee goniometrische grondformules , 

m. {X ^h) = sin. x cos. h-^-cos. x sin. h. 
COS. (x + h) = cos. X cos. h — sin. x sin. h. 

S 57. Voor vêle fanctiën kan de toepassîng der reeks van Maclauriii 
soms tôt orasiagtige bewerkingen aanleiding geven , wanneer na- 
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melijk de algeraeene wet tôt bepaling der achteryo](j^ende diffe- 
rentiaal qaotienten moeijelijk op te sporen is. Zulks heeft onder 
anderen plaats met de fanctie F{x) =z B tg, x. 

Men kan echter hierin op de navolgende wijze voorzîen. Zîj 

Btg,x = îP , oî X :=:ig,ç, 

dx 
dan is dtp = - — - — r- = €08.^^, dx 

da« ,^\{^) = co*.V. 

dç 
FJx) = — 2 COS. ç>sin. ç> -—- =. — 2 co*. V '•^- 9 * 

dx 

of f^(^) = — '«w. 2çcos.^ç>, 

d<p 

FJ^x) ■==. — 2(co*. 2ç>cos,^ç — m. 2ç> co*. ç> «n. ç>) - - 

of '^sW = — 2 co*. 3 sp cosJ fp. 

Op gelijke wijze vindt men 

FJsjc) = -}- 2.3nn.4^co«.V- 

waarvan de wet van opyolging spoedig in te zien is, zoodat roen 
in het algeroeen stellen kan 

Fn(x) = 1.2.3. .(n — l)sin.n(<p-i-^)cos.*'^. 

Derhalve 
F(0) = 0, F,{0)= 1, f,(0) =0, FM =-2, FM = 0, 
jFjfO) = + 2.3.4, enz. waarait dadelijk volgt, 

Btg.x = X — ^iP' + T^* — -ap^-f-enz. 

o O 7 

De rest der reeks is 

— m.n(iç>-f-. v>) co^^tV 

welke, uîthoofde het product der beide laatste factoren steedstas- 
schen — * 1 en + 1 begrepen is , te kennen geeft dat de reeks con- 
vergent is, zoowel voor a? = i: I, als voor aile waarden van x 
gelegen tusschen — 1 en + 1. 

Zij nog F{x) = (1 +x)'n, F(0) = 1 , 

dus . F,(.t) = m(l '+-x)"'-^ , f i(0) == m. 
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F^{s) = m{m— 1) (1 -H ^)'"--*. F^(0) = m{m — 1). 
F„{x) =z m{m — 1) ... (m —n 4- 1) (I + x)"*-». 
Gevolgelijk 

welke reeks tôt rest heeft 

m{m — l).,(m — n+1) ,. . , 

De eerste der drie factoren waarin dat product ontbonden kan 
worden , zal voor toeneinende waarden van n, raits m positief onder- 
stellende , blijkbaar tôt nul naderen , en hîeruît laat zich terstond 
opmaken , dat de reeks alsdan convergent is zoo voor â? = 1 als 
voor aile positicve waarden van x <( 1. 

Indien men daarentegen x negatief neerat, zal uit debreuk (- — r \ 
de waarde van liare liniiet met geene zekerheid kunnen opgemaakt 
worden. Gebruikt men echter den tweeden vorm der rest, namelijk 

m(m — l)..(m — n + 1) 



1.2..n— l 

m{m — l)..(m — n-\- l) 



(1 _ i)'»-ia:"(l + ta;)»»-» 



\ 1 + ta?/ 



(l+t>)'"-V 



1.2..W — 1 

dan zal men ligtelijk inzîen , dat het voorgaande product , na ver- 
andering van ^ in — x , insgelijks tôt nul nadert , bijaldîen men 
^ zzr 1 en a? < 1 neerat , m bierbij positief zijnde, waaruit wîj alzoo 
raogen besluiten , dat de reeks convergent zal zijn voor g? :zz -4- 1 y 
zoo raede voor aile waarden van x, gelegen tusscben — 1 en + 1. 
Voor negatieve waarden van m zullen echter eeniglijk de beide laatste 
grenzengelden, verraitsdereeksalsdan divergent wordt voora?zz=4:l, 

Men zal op gelijke wijze met behulp der reeks van Tatlor be- 
vinden, dat de oneindige reeks 

wifm — l) „,. 
1 ,Ji 
convergent is voor aile waarden van x gelegen tusscben — h en 
4- /i , en daarenboven voor x z=. ± h , bijaldien m positief is. 

S 58. Ingeval de bepaling der limiet van de rest der reeksen van 
MACLAURirr en Tatlor met eenîge moeijelijkheid gepaard gaat, kan 
de beoordeeling aangaande de convergentie dikwerf spoediger 
geschieden, door middel van een der bestaande kenmerken voor de 
reeksen in hetalgemeen. 
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Wij weten namelijk dat, indien yn de algeineene term eener 

reeks, en k de limiet der verhouding -^ — of van i^y» voorstell, 

de reeks al dan niet convergent zal zîjn, naardat de getallen- 
vi^aarde van fc < of > 1 is (*). 

Nu is de algemeene term van elke der voormelde reeksen 

ar» Fn (0) h^ Fn JX) 

1.2.3..n 1.2.3..n 

Men heeft aizoo voor de reeks van Maclaobiii , 

en voor die van Taylos, 

n+\ Fn{x) 1.2..n 

De eerste reeks is dus convergent voor aile vFaarden van 

. -, (»-|-l)Fn(0) „ ,. „ 1.2..n j ^ ï 11 

X < lim.-— — ,' of < lim. j^ rrr^» en de tweede voor aile waar- 
àen van fo < lira. -— — i— — - of < lira. 1^ ^77—. 

In het geval van F[x) = (1 H-a?)'^* bijv. is 

l'n+iCO) ,. n + 1 
■^ ^, = m — n. lira. = — 1. 

De reeks is alzoo convergent voor aile positieve of negatieve ge- 
tallen waarden van s < I. 

(*) De gelijkheid van beide limieten is in ons werk over de Jïoogere Algehra 

(22e Les) betoogd. Zie hier ecbter nog een ander bewijs op de differentiaal-rekening 

gegrond. 

Uii de algemeene vergelijking 

F^a:+h)-^F{x) _ 

= Fi^x+th), 

h 

zal men, in verband tôt de in de yijfde les Terklaarde théorie, ligtelijk kunnen 
opmaken , dat de verhoudingen 

Fix) Flx+K)^F{x) 

en 



X h 

Toor toenemende waarden van x , h hierbîj eene eindige v?aarde behoudende , beide 
tôt dezelfde limiet F|( œ) naderen. Hetzelfde geldt dus 00k van de breuken 

lF(x) 1 1 ,iFix+h). 

-^ of IFixy en - /(J^). 

Stellende nu ?i = 1 , dan volgt hieruit terstond dat /\r)^ en — TTT" dezelfde 

r\X) 

liraict-waarde bekomen voor :r = 00. 
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Voor F{x) = 1(1 + x) , heeft men 

„ ,^, = i: n. uni. = 1 . 

De reeks geldt dus Toor aile waarden van it ^ O- ^^^ volgt uit 

F„(0) = 1.2..n— 1. \im.iy^^ =^nz=l ($^8), 

faetg^een dezelfde uîtkomst oplevert. 

S 59. Voor zoodanige fuiicliën, die voor j? = , ooeindig wordeD, 
zal de reeks van Maclaurin blijkbaar geene toepassing kunnen vin- 
den, dewijl al de afgeleide functiën alsdan insgelijks oneindige 
uvaarden verkrijgen. De fanctie is hierdoor niet vatbaar om volgens de 
geheele positieve niagten van x ontwikkeid te worden. Ziilks is, 
onder anderen , het geval met de functiën l(x) , cot. a; , l(sin. s) , 
l(lg, x). In soramige gevallen kan ook de reeks van Tatlor , voor 
bijzondere waarden van x, bare bruikbaarheid verliezen; botgeen 
onder anderen dan plaats beeft , bîj aldien F{x) of eenige van bare 
afgeleide functiën , voor zoodanige waarde van x , oneindig VfOT- 
den, en dus opbouden de onderstelde continuiteit te bezitten. 

Toi voorbeeld strekke eene functie van s, tôt den vorm -— 

{x — a)w» 

beboorende, waarin/'(a7) ondersteld wordt, voor x zzia, niet tever- 
dwijnen , noch eene oneindige waarde te bekomen ; m tevens een po- 
sitief getal zîjnde. 

Nu laat zich wel de functie 

met bebulp der reeks van Tayior , naar de gebeele en opklimmende 
niagten van h ontwikkelen ; doch^ daar Fn (x) eene breuk wordt, 
tôt noemer bebbende (x — «)'»"*''», zullen al de afgeleide functiën 
even als F{x) zelve, voor x z=z a oneindig groot worden, w^ardoor 
dus de ontwikkeling volgens gebeele en positieve magten van A, 
voor die bijzondere waarde van x onmogclijk wordt, betgeen ook 

bierdoor bevestigd wordt , dat F{x + h) alsdan overgaat in -— — - , 

en dus met eene negatieve niagt van h aangedaan is. 

Met de functie log{x + h) beeft betzelfde plaats voor a? = 0. Zij 
gaat alsdan in log{h) over, en kan niet meer volgens de positieve 
gebeele magten van A ontwikkeid worden. Voor or =r 0, verkrijgen 
log {x) en zijne afgeleide functiën ook oneindig groote waarden. 



/ 
1 
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Men zoade nog eene tweede omstandigheid kunnen aanvoeren» 
waarin de toepassing der bedoelde reoks faait. Indien namelijk de 
voorgestelde functie wortel-grootheden bevat van den vorm ^ {x — à)v 
die voor a? = a verdwijnen , zuDen deze ten gevolge moetcn heb- 
ben,dat er afgeîeide functien oneindig groot worden, waardoor er 
geene ontwikkelîng volgens de geheele en positieve magten van h 
mogelijk wordt. Zij bijv. 

waarin /"(i?) eene eindige waarde behoudt voor J7 rz: a. 
Men ziet dat de funcliën 

_ 1 x-^ k 1 

enz. enz. 

allen, voor ar z^- a, oneindig groot worden. F(a + fc) gaal echter 
over in 

/•(a+ /t) + v" /i (2a + /t) + iKfc* , 

en bevat ook werkelijk in hare ontwikkelîng gebrokene magten 
van h,. 

De onbruikbaarbeid der reeks van Tatlor laat zîch in zoodanig 
geval ookaldus verklaren. Elke wortelgroolheid y^ (a? — a)P , heeft 
zoo vole verschillende v^aarden als het geheele getal g eenheden 
telt. Zulks heeft eveneens plaats bij al hare afgeîeide functien , zoo- 
dat de gemelde reeks ook werkelijk , bij verandering van a? in ar -f-/i 
het vereischte aantal waarden oplevert. Stelt men echter x:=i a, dan 
komen er geene wortelgrootheden meer voor in de afgeîeide fane- 
tien, terwijl F{x-+-h) hare q verschillende waarden behoudt. 

Anders echter is het gesteld met zoodanige functien waarin de 
wortelgrootheden alleen wegvallen , door dien de factoren waarmede 
zij aangedaan zijn , voor eene bijzondere waarde van x verdwijnen. 
Men neme bijv. 

Fia) == (a; — a)"^i^(.T — 6)5', 

m een geheel positief getal zijnde , dan zal men , met behulp der 
in § 31 gegevenc algemeene formule voor het n^ diâerentiaal quotient 
Tan een product van twee functien eener veranderlijke grootheid x, 
ligtelijk inzien, dat de m — 1 ach ter volgende afgeîeide functien van 
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F(x) , even als deze , voor x =z a verdwijnen , terwijl er wortel- 
grootheden in al de volgende afgeleide functîën zullen overblijven. 

De reeks voor F{x + h) zal dan ook eerst met den terni h^ 

aanvangen , en aizoo geene lagere niagten van h Leneden de m^ kon- 
nen bevatten. Werkelijk heeft nien ook , voor x = a^ 

F{x+h) z=h^ l^(a — H-À)7. 

De reeks van Tatlor kan d\i$ hier toegepast worden , en zal 
ook het vereischte aantal waarden voor F(a?-}-/i) opleveren. 

Men oefene zich thans in de ontwikkeling der funetiën 
jF(ar) = ««* sin. nx , f{x) =. e^' cos. nx , 
waarvoor men zal vinden 

-F* X^ 

F{x) = asin. q>,x + a* «m. 2<p. —■ + a' m. Ztp, -r-^r-^ + . • 

1.2 \,JL,o 

f[x) =: 1 + aeoi, y>,x -\- a^coi,2tp. r-^ + a}co$» 3 ç>. r-j— -J- . . 

1»^ 1.2.3 

zijnde hîerin a=:l/(a*+n*) en ^zrzBtg.-* 

a 

§ 60. Voor sonimige fane tien lever t het gebrnîk der reeks van 
Maclaurin niet altijd het spoedîgste middel op, om die naardeop- 
klimmende magten van x te ontwikkelen. Men kandikwerf gemak* 
kelîjker hiertoe geraken door het gebruik der afgeleide funetiën met 
de leervf^ijze- der onbepaalde coëffîciënten te verbinden. £en paar 
voorbeelden zullen voldoende zijn, om den geest dczerhandolwijze 
te doen kennen. 

Zij F{x) =: B. sin, x. Men onderstelle deze functie vatbaar voor 
ontwikkeling volgens eene convergerende reeks van den vorm 
F(x) zzz B. sin. x =z A^x -f- A^x^ + A^x^ + ^^a?* + enz , 

vvaarin geen stand vastîge term kan voorkomen, vermits JP(0) =0. 
Daar de beide leden dezer vergelijking voor aile waarden van 
X identiek zijn , zal zulks met hunne afgeleide funetiën insgelijks 
het geval moeten wezen. Differentierende alzoo, komt er 

— j Y = i4i-j-2id2a; + 3^30?* -J- 4-4 457* + Sija?*-!- enz. 

Zoo men men nu (1 — x*)"~* op de bekende wijze ontwikkelt in 
de reeks 

ÏA — x^ A ar *-J 3;*-l-enz (a) 

^2 ^2.4 ^2.4.6 ^ ^' 



ZEVENDE LES. S9 

welke voor aile waarden van J7<1 convergent is, vindt men terstond 
door de gelijkstelling der coëffîciënten behoorende tôt dezelfde niag- 
ten in de twee voorgaande reeksen , 

1 13 1 

Ai=zl, ^2=0, ^3 = 23' A = ^»^6 = 2^-5 •^« = Oenz. 

Derhalve 

1 1 1.3 1 1.3.5 1 , 

Daar de functie i(;r-f-]/ (1 4-0?*)) tôt afgeîeide functie hecft 
, zal men , na in de reeks (a), j?* door — s* vervangen te 



hebben, voor de ontwikkeling der gegeveiïe functie, met behulp 
der onbepaaide coëfficiëuten, terstond bekomen , 

1 1 , ï-3 1 , 1.3.5 1 , , 

welke eeniglijk voor a; < 1 convergent zal zijn. 
Zij nog 

F(x) = (a + 6a;-f-(rjr*-f.da?'H-enz)«. 
Men stelle 

en neme aan beide zijden de logarithmen , dan komt er , na diffe- 
rentiatie 

n(6 -}-2<?ar -I- 3rfir* + 4^4?* H- enz .) 

a-f-6a7 + ca;* +da;'-j-ea?*-j-enz. 

Al •+- 2AiX +• 3-43^?* + UA^x^ + enz. 



id 4- AiX -4- A^x^ 4- A^'^ 4- Ai^x^ 4- enz. 

Deze vergelijking herleidende, en de coëffîciënten der gelijkna- 
niige magten van x aan elkander gelijkstellende , zal men hier ait 
voor aile waarden van n, de coëffîciënten Aq, Ai. A^.. in fanctie 
van 0, 5, c... kunnen aitdrakken; zijnde hierin Aq blijkbaar = a". 

Men kan tôt verderc oefening kiezen de ontwikkelingen van de 

functiën 

F(x) = log.{l+ax-\-bx^-\'Cx^) 
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Onderzoek der rnaxima en mint?na bij functiën van 
eene enkele veranderlijke groothetd. 

§ 61. ludien het veranderlijke élément x eener functie y aile 
mogelijkc posîtieve of negatieve waarden , hetzij al dan niet tas- 
sehen twee bepaalde grenzen begrepen , kan verkrijgen, zullen de 
daarmede overeenstemmende waarden van y , voor sommige functiën 
te gelijk met x aanhoudend toe- of afnemen, voor anderen daar- 
tegen bij afwîsseling aangroeijen en verminderen , om vervolgens 
wederom onbepaald toe- of af te neraen. Deze twee verschillende 
gevallen laten zich met behulp van kromme lijnen, welker verge- 
lijkingen door die functiën aangewezen worden, op eene aan- 
schouwelijke wijze voor oogen stellen. De figuren 5, 6, 7 vertoonen 
ons kromme lijnen, die zich hetzij in eene enkele, hetzij in twee 
tegengestelde rîglingen onbepanld uitstrekken, en waarin de or- 
dinaten te gelijk met de abscissen aanhoudend aangroeijen of afne- 
men, zoodat zij de as der abscissen slechts in een eenig punt 
snijden, of deze as tôt assymptoot hebben. In de fig, 8 en 9 zien 
wij integendeel kromme lijnen van een* kronkelenden vorm, waarin 
de ordinaten , na tôt over eene zekere uitgestrektheid aanhoudend 
in grootte toegenomen of afgenomen te zijn, vervolgens gaan 
af- of toenemen,en zulks eenige malen herhalen , alvorens weder- 
om bestendig te blijven aangroeijen of afnemen, voor zoo verre 
naraelijk die ordinaten niet binnen bepaalde grenzen besloten zijn. 

S 62. De functie y of F{x) nu wordt gezegd voor eenige waarde 
van a; een maûi;imum of minimum te worden , wanneer de daarmede 
overeenstemmende waarde van y grooter of kleiner is, dan elk der 
onmiddelijk voorafgaande en volgende waarden van y, hoe nabij 
deze ook tôt elkander genomen worden. Het analytische kenmerk 
van een maximum of minimum eener functie y, voor eenige 
waarde van ar, is derhalve hierin gelegen , dat in het eerste geval 

jP(j;) zoowel > F(s—h) als yPix-^-h), en 
in het tweede geval 

F{a;) zoowel (Fiw—h) als (^F{x + h) is 
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hoe klein het verschil h ook genoinen worde. In fig. 8 en 9 zijn 
Mf Mi, âi^. ., de punten der kromme, alwaar de ordinaten een 
maximum of minimum bereiken, of gelijk men zegt, hare grootste 
of kleinste waarden verkrijgen, waaronder echter niet verstaan 
mag worden , dat een maximum of minimum in een volstrekten zin 
aanwijst de grootste of kleinste waarde van y of van de ordi- 
naten der kromme, vermits deze in haren verderen loop, zoo zij 
niet binnen bepaaide grenzen beperkt is, het tegendeel kan ver- 
toonen. Ook kan de aard der functie y, of de gedaan te der kromme, 
soms zoodanig zijn, dat de waarde vnn eenig minimum, die van 
eenig maximum in grootte overtreft , hetgeen insgelijks door middel 
eener figuur gemakkelijk toe te lichten is. 

De kromme van fig. 9 welke de as der abscissen eenige malen snijdt ^ 
bevat z.oowel positieve aïs negatieve ordinaten, waaronder die der 
punten Jlfj, Jlfj, negatieve maxima vertoonen, welke echter met 
betrekking tôt de positieve ordinaten , als minima te beschouwen zijn . 

S 63. Naar aanleiding der voorgaande verklaring van het begrip 
der maxima en minima ^ zullen wij het hiervoren aangegeven ana- 
lytische kenmerk, tbans meer van nabij beschouwen, ten einde 
daaruit de regels af te leiden tôt onderzoek van het al of niet 
bestaan van maxima en minima voor eene gegevene functie. 

VolgensS 7, kan geene functie y, tusschen ^en ar-f- A , aanhoudend 
aangroeijen of afnemen , ten zij het differentiaal quotient -— ' tusschen 
die grenzen positief of negatief blijve. Wordt nu y z=JF(d7) een maxi- 
mum voor eenige waarde j; = a , dan zal Fi(ar) van x z=: a — h, 
tôt a? == a , positief , daarentegen van a;z= a toi s =i a + h negatief 
wezen , hoe klein h ook genomen zij , terwijl voor het minimum 
vanF(a7), het tegenovergestelde zal plaats vinden. In beide gevallen 
zal dus f|(a7) voor a? = a, van den positieven tôt den negatieven 
toestand rooeten overgaan , of omgekeerd; waaruit onmiddelijk volgt 
dat, indiens? = a, de functie y tôt een maximum of minimum roaakt, 
Fi(x), voor deze bijzondere waarde van a?, noodzakelijk nul of on- 
eindig zal worden. 

Zulks laat zich door eene meetkunstige beschouwing der zaak 
bevestigen. Het blijkt namelijk uit de figuren 8 en 9 , dat de raaklijncn 
in de punten M , M^ J/j, allen evenwijdig aande as der abscissen 
gerigt zijn , en dus F^{x) of— - in elk dezer punten nul is. In de 
krommen van fig, 10 en 11 daarentegen, worden de ordinaten Inde 
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keerpanten R cen maximum en een minimum. Deze ordinaten zijn 
aldaar tevens raaklijnen in die punten, waardoor Fi(x) oneindîg 
groot wordt. 

Bij het bepalen der maxima of minima van cenige fnnetie F{ûp) , 
zal men aizoo in de eerste plaats te stellen hebben, de vergelijking 

F,{ar) z= of 03. 

De waarden van a? aan deze vergelijking voldoende, zullen die gène 
zijn, welke de gegevene functie tôt een maximum of minimum kun- 
nen maken. Mogt daaruit voor x geene bestaanbare waarde af te 
leiden zijn, dan is de functie ook voor geen maximum noch mini- 
mum vatbaar. 

Wij mogen echter niet bij omkeering hieruit besluiten, dat indien 
voor eenige waarde van x, Fi{x) nul of oneindig wordt, zulks 
daarom het bestaan van een maximum of minimum aanduidt. Iramers 
kan dat geval, zoo als bekend is, plaats vinden , ofscboon F^[x) voor 
X — h en x + h hetzelfde teeken behoude. De vorm der in fig. 
12 en 13 aangewezen krommen, is geschikt om deze omstandig- 
heid duidelijk voor oogen te stellen. Elke dezer krommen vertoont 
namelijk in M een buigpunt, alwaar de raaklijn eene rigting 
heeft, evenwijdig aan of loodregt op de as der abscissen. Voor 
elk der punten M , voldoet de abscis aan eene der vergelijkîngen 
JP,(ar) := 0, Fi{x) z=z 03, terwijî de ordinaten voorbij die punten 
blijven aangroeijen , zoodat hier geen maximum noch minimum 
plaats vindt. 

Bij een keerpunt kan, blijkens fig^ 14, de raaklijn insgelijks 
evenwijdig aan de as der abscissen loopen , en dus F^^x) voor 
X z=z a nul worden , hoewel de ordinaat in dat punt , noch als 
maximum van den benedensten tak, noch aïs minimum voor den 
bovensten tak te beschouwen zij, vermits de waarde van y voor 
X y a onbestaanbaar wordt. Zoodra dus x z=i a een grens voor de 
bestaanbaarheid van y oplevert , kan de functie , voor zoodanige 
waarde van x , geen maximum noch minimum opleveren. 

S 6*4. De voorgaande opmerkingen wijzen de noodzakelijkheid 
van een tweede kenmerk aan , waaruit zich met zekerheid laat 
opmaken , of de oplossing der verg. Fi{x) z=z oî co, voor x waar- 
den oplevert, die werkelijk F{x) tôt een maximum of minimum 
maken, en zoo ja, welke dezer beide orastandigheden hierbij alsdan 
plants zal vinden. 
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Zonder lot de* bepaling der waarden van F{x — h) en F(x-}'h) 
toevlagt te neraen , ten einde hieruit te beoordeelen of deze gelijk- 
tijdig die van Fix) , al dan niet overtrefFen , hoe klein h ook ge- 
nomen zij , is raen iii staat het verîangde kenmérk vrij spoedig af te 
leîden uit de reeks van Taylor onder een* eindigen vorm gebragt. 
Wij hebben namelijk , die reeks bij de drie eerste terraen bepalende , 

F (s +h) = F{a;)'h hF^iw) ^ —F^{x+ik) . . . ( I ) 

Zal nu s =: a , F{ûs) tôt een maximum of rainimnra maken ; dan 
inoet § (63) Fi{x) = of od zijn. Wij zullen hier het eerste 
dezer twee gevallen, hetwelk verre weg het raeeste voorkorat, aan- 
neraen. De verg. (1) zou ook anders geene toepassing kannen vinden , 
vermits al de afgeleide functiën oneindig zouden worden. 
Uit die vergelijking volgt thans, 

Fix-{-h) — F(a;) = — F^{x-^ih), 

F(s—h) — F{a;) = ^ F,{x—ih). 

Voor oneindig kleine waarden van A, verkrijgen F^Çx-i-ih) , 
Fiix + ih) blijkbaar betzelfde teeken als F^ix). Laat nu a? = o, 
F(x) tôt een maximum maken, dan zullen de beide verschilien 
F{a+h) — F(a), F(a — h) — F{à), elk met het iiegatieve teeken 
aangedaan zijn ; derhalve zal zulks met F^(x) voor x zzz a^ insgelijks 
het geval moeten zijn. Even zoo blijkt dat F^ix), ingeval van een 
minimum , te geîijk met elk der beide verschilien, het positieve 
teeken verkrijgt. Hieruit besluiten wij derhalve tôt de navolgende 
eîgenschap : 

Indien x = a, eene der waarden w, welke aan devergel. Fi(x) = 
voldoen , zal F(x) , voor deze waarde van x , een maximum of minimum 
worden , naar dat T^iB) met het negatieve of positieve teeken, aan- 
gedaan is, 

Zij bijv. F{x] = x^ — war-l-n, 

dan is Fi{x) = 2x — m en F^{x) = 2. 

HZ 

Daar nu a; = — , ^i(^) = maakt , en F^ix) steeds positief is , 

.. . ^ m 

blijkt hieruit, dat de gegevene functie voor x =^, een minimum 

l * 

Word t , tôt waarde hebbende n j-'^**? welke, omdat F{x) hier 
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Toor g^een raaximnin vatbaar is, ook de kleînste waarde voorstelt 
waartoe dîe functie dalen kan. 

§ 65. Het kan echter gebearen dat F^{s) te gelijk met Ftise) , 
voor X -=• a, nul wordt, als wanneer er onzekerheid schijnt overig 
te blijven, omtrent het al af niet bestaan van eenîg maximum of 
minimum. In dat geval zal het kenmerk af te leiden zijn , uit de 
vergelijking 

F{x+h) = F{x) + hF^{a;)-^^F,{x)+^ F,{x+ih) , 

welke, in de aangenomen onderstelling, geeft 

F(a+h) — Fia) = + 2"3 ^»("-*-*'^) ' 

ria—h) — F{a) = —^F,{a—ih) 

Voor oneîndig kleine waarden vanfc, zallen jFj(a+t/i), jP5(a — ih) , 
wederom hetzelfde teeken hebben als F^{a)y zoodat de verschillen 
F(a±h) — F(a), welk ook het teeken van jP3(a) zij, steeds met 
tegenovergestelde teekens zullen aangedaan zijn. Geen maximum 
noch minimum kan alsdan plaats hebben , zoodra F^{a) eene eindige 
of bepaaide waarde verkrijgt. 

De voorwaarde F^{a) z= is dus hier noodzakelijk , doch voor 
het bestaan van een maximum of minimum evenmîn voldoende aïs 
de enkele voorwaarde F,(a) = 0. Zulks kan blijken uit de ver- 
lijking 

F(x+h) = F{x)-hhFi{x)^ ... +-l-F,{x+ih) 
welke , voor a; nz a , thans geeft 

F(a±h) — F(a) = ^-j^F,{a±ih) 

en waaruit wederom door eene zelfde redeneringalshiervoren, het 
besluit getrokken wordt, dat het bestaan van een maximum of mi- 
nimum tevens vordert, dat jP4(o) eene eindige negatieve of positieve 
waarde bekome. 

Ts echter F{x) van dien aard, dat ook F^(x) te gelijk met F,{a?), 
Fj(a?) en FJi^x) , voor ar z= a, verdwijnt, dan zal men , door het voort- 
zetten derzelfde redenering , spoedîg inzien dat ook de voorwaarden 
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^5(0) = 0, en FJifl) negatief of posîtief , tôt het bestaan van een 
maximum of minimum vereisclit worden; en hieruit mogen wij 
thans dezen algemeenen regel afleiden^ tôt het onderzoeken of 
eenige gegevene functie F{x) maxima of minima toelaat. 

Men zoeke de hijsondere waarden van x, toelke aan de vergelijking 
F|(x) = voldoen, en suhstituere die achtervolgens in eenige der afge- 
leide functiën F2(x).F3(x)...Fn(x), lot zoo lang eene dezer functiën hier^ 
door eene eindige positieve of negatieve waarde verkrijgt^ dan zal de 
gegevene functie een maximum o/" minimum worden t ingeval het aan- 
tal , voor dezelfde hijzondere waarde van x , verdwijntnde functiën on- 
even w, en de eerste kierop volgende afgeleide [functie negatieî o/" po- 
sîtief wordt. 

Deze regel onderstelt stilzwijgend dat geen der wortels van de 
vergelijking Fi{x) = 0, die aan het voorgaande kenmerk vol- 
doen , tevens een grens voor de bestaanbaarheîd der gegevene 
functie zij, als Viranneer er geen maximum noch minimum moge- 
lijk wordt. 

Bij aldien Fi{x) of eene der volgende afgeleide functiën voor de 
hijzondere waarde a? = a, oneindig wordt, zal de voorgaande regel 
ophonden van toepassing te zijn, en er blijft in zoodanig geval 
geen ander middel overig ter beslissing van het aanwezen van een 
maximum of minimum , dan te onderzoeken of de waarden van 
F{a itW, hoe klein fcook genomen worde, beiden tegelijk kleiner 
of grooter dan F(a) zijn. 

In het algemeen zij hier nog opgemerkt, dat het alofnietaan- 
"wezig zijn van eenig maximum of minimum , ook in vêle gevallen , 
zonder tôt ach ter volgende differentiatiën over te gaan, geraakkelijk 
te beoordeelen is, door slechts na te gaan, of Fj(a7) voor j?^a en 
sya eene teekenverandering ondergaat; zullende JP(a7) alsdan eene 
maximum of minimum-waarde verkrijgen, naardat die overgang van 
F|(d7) geschied is van het positieve naar het negatieve, of omge- 
keerd. De reden hier van is onmiddelijk uit het geleerde in § 7 af 
te leiden. Immers zal F{x) van x z=z a — h tôt a? = a toenemen 
of afnemen, naardat Fi{x) tusschen die grenzen positief of negatief 
blijft; en even zoo zal F(x) van of = a tôt d; = a + A afnemen 
of toenemen, naar dat Fi{s) tusschen die grenzen negatief of po- 
sitief blijft. 

S 66. Zie hier thans eenige toepassingen tôt opheldering der hier- 
voren verklaarde théorie. 
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!•. Zij Fix) = ^ , 

dus F,{x) = ^|/(a)--{, 



€n 



a*i 1 / Iv») 



Voor a? = 77- wordt l'jte) = , en deze waarde doet FJix) over- 
gaanin --, zijnde een positief getal ; waaruit blijkt, dat F[x) voor 

JL 

X'=- ;r- een minimum wordt. Hetzelfde besluit zou men 00k, ingre- 

l(a) 

volge de opmerking ten slotte van § 65 voorkomende, terstond hier- 

uît hebben kunnen opmaken, dat Fx{x) voor x < -— : negatief. en voor 

1 «{«) 

X > :j~^ positief wordt. 

2*». Zij ¥[x) ■=. X log.x = log,{x'). 

De vergelijking ^iW = M-^log, x=zO, 
geeft %.^ = — M z=z — log,e = log, - , 

dus XZ=Z-y 

e 
en deze waarde substituërende in 

X 

zoo geeft het positieve teeken dezer functie te kennen, dat F{x) 

1 . . j log. e -^ , , 

voor a? = - , eene mmimum waarde — =: bekorat , welke 

e e e 

ten aanzîen der getallen waarde als een maximum te beschouwen is. 
Hieruit volgt tevens , dat de functie x^ een minimum wordt voor 

1 

e 



30. Zij F{x) = ~^~ = log.ix'^ 

X 



dus F^[x) = ——-^ log.x = ^^—^ 

X* x^ x^ 

Fi{x) = 0, geeft log.x = JW = loge, dus x =z e. 

Voor ar < of > « wordt Fi{x) positief of negatief. Derhalve maakt 

X z=ze, de functie tôt een maximum -2— =r — . 

i_ ^ e e 

De functie x^ zal dus eveneens, voor a? = tf, een maximum worden, 
en tôt waarde bekoraen e*. 
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4«. Zij F(a;) = c^ + c-*-h2co5.ar. 

Stellende Fi(œ) = e^ — e-^ — 2sin.x =z , 

zoo ziet raen geniakkelijk in, dat œ=:0 aan deze vergelijking vol- 
doet. De waarden yan 

Fi(x) z=i e^ •+- e~^ — 2 co%. x , 

en ^ép^ = e^ — c-^ + 2 sin, x , 

worden elk nul , voor a? zn 0. Daarentegen zal 

'F^{x) = c^ + e-^-l-2<?o*.^, 

alsdan eene positieve waarde verkrijgen , ten blijke alzoo, dat 
^ = 0, de gegevene fanctie tôt een minimum maakt, en deze alsdan 
-4 tôt waarde bekorot. 

5<>. Zij y z= F[x) = j?"^— aar" , 

m en n geheele positieve getallen, en m>n zijnde. Differentiërende 
de waarde van y , heeft men 

Fi(a?) -=. ms"^-^ — nax»-^ = , 

of Ftiw) = a?»-i (jiia?"»-« — na) = 0. 

m-n 

Hieraan voldoen x = V ^ en *• == 0. 

m 

Aan elke dezer waarden moet thans die ran F^{x) getoetst worden. 
Wa eene tweede differentiatie komt er, 

Fi{x) = in(m^l)a;'»-2 — n{n — l)aa7»-2 
= x^-^^m(m — l)x^-^ — n(n — l)a}. 

Hierin de eerste waarde van x =. y ^^ substituerende, vindt raen 

m 

F^{x) := na{m — n)a;«~2^ welke, in de aangenomen onderstelHng van 

m-n 

«i ) n , o tevens posîtief zijnde , een minimum voor xz=V !L aandaidt. 

971 

Voor x=:0 wordt F^i^) =2 0, indien n> 2 is. Men vindt echter 
na n achtervolgende differentiatiën , 

FrX^) =z w(m— l)..(m — ^n+l)^"*-»— 1.2.3.. «a, 

zijnde de eerste der afgeleide functiën, welke voor x=zO niet 
verdwijnt; en aangezien zij hierbij negatief wordt, volgt bieruît, 
dat de voorgestelde functie, welke in die onderstelHng nul wordt, 
alleen dan eene maximum -waarde verkrijgt, ingéval de exponent 
n een even getal is. 

Deze uitkomst laat lich daarenboven bevestîgen door voor x ach- 
1. i 7 
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tervolgens te snbstitneren h en — ^, lietgeen y, in het gev«il van n 

even , doet overgann in ft"* — ah'^ en { — /i)" — a^'*, welke waarden, 

omdnt myn is, en h hier oneiudig klein moet ondersteid wurden, 

beide negotiof zijn. 

Is echter n pneven, dan zfillen die beide waarden van y verande- 

ren in h' — a/i", en + /i"' + <i/i ' , en dcrhalve met legengeslelde 

teekens «nangedaan zijn ; waaruit blijkt, dat de gegevene funrtiealsdan 

voor ar=0, gcen maximum nuch minimum kan upieveren. 

Men stelic bijv. 

F^x) = ir« — 3x*, 

dus m =16. n = A en a=r3>I, 

j? = 4:V'2 zal dus de functie tôt een minimum maken. Voorj?=0, 
wordt zij een maximum. 

6». Zij F{x) = a?m(fl_j.)n^ 

m en n geheele positieve gelallen zijnde. 

SteDende F^ia;) ziz tfïd?"»-^(a — s)"* — ns'^ia — s)"^^ 

= a?'»-' (a — sy-^{ma — (m4-n)d?}=0, 

vindt men voor s , de drie waarden 

ma 
s=zOi s=za en a? = 



m 
Èene Iweede differentialie geeft 

Fj(ar) = (0— j?)'»-2 a?^-2 1 (m— 1) a— (m +n— 2)a? | j ma—yi+n)x } 

Hierin x = substituerende, verkrijgt men voor Fjfa?) blijk- 

baar eene negalieve waarde, zoodat de gegcvene funclie een maxi- I 

- 1,1,1 (ma)'" w//)« / a \m^n 

mum wordt, tt)t waarde nenbende ^zm'^n^ 1 I 

(m-f-»; '"-+-« \OT-f-«/ 

Uit de algemeene waarde van JP, (^), laat zîch nn, met behulp der ten 
slotle van §31 voorkomende formule, terstond opmaken,dat voor arzznO, 
aldeafgeleidefiinctiën, tôt dieder (m — 1)' ordeingesloten, achtervol- 
gens ziillen verdwijnen, tervvijl de daarop volgende eene positieve 
waarde bekorat, en dat zulks, met verandering van m in n, insge- 
lijks het geval zal zijn voor a? =1 a, waaruit men besluit dat, ingeyal m 
en n beiden even getallen zijn, de gegevene functie, zoowel voor a? = 
«\Js voor ar = a, een minimum wordt, en dat, ingeval m even, 
doch n oneven is , of orogekeerd , de functie alleen voor s :=z 



i 



ACHTSTE LES. 99 

of j? = a een mmimiim wordt, terwîjl er gecn minimum kanplaats 
vinden , indien m en n bciden oneven zîjn. 

Hetzelfde besluit zou men everxeens uît de teekens, weîke de 
functie Fi{af) voor en na harcn overgang door nul verkrijgt, heb- 
ben kunnen afleiden. Inimers, danr de factor ma — (m-f-n)a?, voor 

wïa tua - -, ««i» .<• 

j? < en a? > beurlelinffs posilief en nesalief wordt, voifft 

m-^n ^ m-i-n ma ' & 

hie'*uit terslond, âai F(x) voor a;z= een maximum raoet wor- 

den. Stelt men wijders w = "^h^ dan wordt 

Fi{a;) = (=FA) -"-i (a ± ^)'*~^ j wa i± (m+n) A. j 

en men zaî h klein genneg kunnen nemen, om bel teeken van F,(a?) 
eenîglijk te doen al'hangen van dat des eersten faclors ffh)'^—^. 
Voor elke evene waarde van m, zal dus F,^ — h) negalief en Fi{h) 
posîtief worden. Gevolgelijk maakt x=zO, jPi(a;) tôt een minimum. 
Is ecbter m oneven , dan ondergaat ^^[w) geene verandering van 
teeken , en het maximum of minimum wordt onmogelijk. 

Stelleude eindeîijk a; =. aiphy zal l>et op gelijke wijze blijken, 
datf (a?) een minimum wordt voor a^ziza, indien n even is. 

"Voor bet bijzondere geval van m z=z n= 2, vindt men dat de 

fanetie x{a — x) eene maxinmm-waarde verkrijgt voor a? = -. 

In een* ipcetkunstigen zin overgebragt, leert ons deze laatste 
uitkomst, dat onder aile regthoehen die denzelfden omtrek hebben^ het 

vierkant den grootsten inhoud bezit* 

p 
7\ Zij F{x)=: a + (a?— 5)^ 

p en g geheele positieve gelallen» en p > g zijnde. 
Door acbtervolgende differentiatiën vindt men, 

Ft{x) = ? {a;—h)7 , 
9 

enz. enz. 

Daar Fi(a?), voor x=zh, nul wordt, en deze waarde van s al de 
volgende functiën nul of oneindig maakt, zal de beoordeeling van 
het al of niet bestaan van eenig maximum of minimum hier met 
behulp der afgeleide functiën niet kunnen geschieden. Nemen wij 
dan onze toevlugt tôt de waarde van F^{s), ten einde na te gaan 
of deze functie voor a? ^ en ) & eene teeken verandering ondergaat. 
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Hierbij behooren thans de navolgende gevallen onderscbeîden te 
worden. Onderstellen wi) eerstelîjk q otieven , dan kan p even of 
oneven zijn. 

îs p even , en das p — q oneven , dan gaat Fi{x) voor x =z b + h 
over in 

welke waarde te gelijk met h posîtief en negatief is. Derhalve zal 
F{x) voor x=ib een minimam opieveren. 

Is daarentegen p oneven, en dus p — q even, dan zal Fi(x) voor 
aile waarden van h het posilieve teeken behouden. Alsdan kan de 
gegevene functie geen maximum noch minimum worden. 

Onderstellen wij (bans q even, dan zal F{w) voor x ^ b onbe- 
staanbaar worden , zoodat bier evenrain een maximum of minimam 
voor xzmb kan plaats vinden. 

§ 67. Alvorens tôt eenige andere voorbeelden over te gaan, zul- 
len wij eenige bekortingen doen kennen , waarvan mcn zicb, bij het 
onderzoek naar de maxiraa of minima van vele zamengestelde fnnc- 
tiën , met voordeel bedienen kan . 

In de eerste plaats zal men gemakkelijk inzien , dat aile uitdruk- 
kingen van een' der vormen 

a + F(x), aF{x), [F{x)Y 

n een geheel positief getal aandnidende, maxima of minima znllen 
worden , zoodra zulks met F[x) bet geval is , en bet onderzoek zich 
diensvolgens tôt deze laatste functie zal kunnen bepalen ; wijders 
dat bet maximum der grootbeden 

a af(x) 



ar^bF{x) , 



^ {x) ' F[x) ' 



F(x) 

overeenkomt met bet minimum van F{x\ ^{x) en — ^, of omgekeerd. 

Bij bet ter toetse brengen in Fi{x) der wortels van de vergel. 
F^{x) = , zal men vooreerst de factoren waarîn F^ix) ontbonden 
kan worden, mogen weglaten, zoodra zij voor aile waarden van x 
bet positieve teeken bebouden. 

Bestaat Fi{x) uit bet product van twee factoren J",Ji, en zijn 
x=za, x=iai waarden van Xy die respectivelijk aande vergelij- 
kingen X=0, Xi = 0, voldoen, dan zal, omdat 
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Fj(a?) voor x :=. a overgaan in JCi -j- , en voor x =: a, in X -r-* , 

dûF dx 

zoodat men bij de achtervolgende substitatie dezer waarden van x, 
slechts beurtelings de factoren X en Xi als veranderlijk zal be- 
hoeven te beschoaiven. Dezelfde opmerlcing geldt, zoo als ]igt 
in te zien is van een wîllekeurig aantal veranderlijke factoren 

Heeft F{x) den vorra — en is ^ = a een der worteîs van de verg. 
jr= 0, dan zal 

Y ^ r^* 

▼oor x=.a, zieh herleideri tôt den meer eenvoudigen vorm 

dx 

Ftis) = 



Si 
Behottdt nu Xi het zelfde teeken , dan zal het teeken van F'2{x) 

„..^..™ ».. of .^e.^u,d .J„ „. d.. V.. « ...^..x, 

positief of negatief is. Hierdoor zal men de waarde van xr=:a 
eeniglijk in het differentiaal quotient yan den teller des gebroken 

— hebben te substitueren, oin aangaande het teeken van F^{x) uit- 

spraak te kunnen doen. 

§ 68. Wij zullen hier nog eenigeuîtgewerkte vraagstukken laten 
volgen, ten einde de zoo even aangewezen vereenvoudîgingen in 
toepassing te brengen. 

V. In eenen gegeven cirhel den groot$t mogelijken regthoeh te he- 
schrijven. 

Slellende den straal des cirkels = r , en de onbekende zijde van 
den ingeschreven regthoek z=z 2x, zal men bevinden dat de 
inhoud dezer fîguur uitgedrukt wordt door Âx\/{r^ — x^), 

Men kan dus voor de funetie die een maximum moet worden> 

stellen 

F(x] = xV{f^ — x^), 
waaruit volgt 



r*—2x^ 

K (r* — x^) 



1 

dus X = rV 2' 
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Yoor deze Mraarde yan x ^ordt nu 

^*W= ^~_''^,^ tiesatief; 

ten blijke dat hier werkelijk, een maximum plaats heeft, en dus 
het ingeschreven vierk.int den grootsten inlioud oplevert. 

2^. Onder aile hegeh van gelijke schuinsche zijden^ den zooàanigen te 
hepalen^ welks ingeschreven cuhus den grootsten inhoud hekome, 

Zij a de lengte der gegevene zijde, x de hoogte en y de straal 
van het grondvlak des kegels; derhalve 

Brengt men door den ingeschreven cubas een diagonaal vlak , 
dan zal men bevinden dat de zijde van den cubas lot waarde heeft 

welke uitdrukking thans een maximum moet zijn. 

n r *• 2t/ + a;l/2 _ 1 1 

De functie — =. — }- 



2xy X yV2' 

zal derhalve een minimum moeten worden , en hierin voor y lyne 
waarde V(a^ — x^) substituerende, komt er 

F{x) = i + ^ 



X V2{a^ — x^)' 

1 1 X 

dus F^ix) — ,+ 



a2 V2 V(a*— a^>)* 

_ x^ —V2.V(a^ — x^)^ _ 
~ V2.X'' V{a^—x^y ~ * 

3 

waarnit x^ = (a* — x^)'^y2, zzz yV2, 

x^ = (aî — a?*)i^2. 

— «1^2 
"^ "~ V/(H-lK2)' 

X a 



1K2 ]/(l + i^2) 
Aoor de zoo even gevondene viraarde van x, wordt 

3x*-h3V2.xV(a^—x^) 



^aU) 



V2.x*V[a^—»^Y ' 
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das positief , ten blîjke Tan het bestaan eens maximums , bij de 
g^egevene functie, 

Men zou in de opiossing van dit problema ook aldus hebben kunnen 
te werk gaan. De functie 

^(^' = 1 + ^2' 
ten aanzien van or differentiërende, en hierbij y als eene functie 
van X beschouwende , komt er terstond 

_ , . 1 l dy l 

*^ ^ ar» V2 dx y* 

Maar uit de vergelijking 

y* = a* — a?* , 
volgt 

^= — -; 

dx y' 

welke waarde in die van Fi[x) gesubstitueerd , geeft 

dus y = 



15^2' 

t/' zir z^z a' — a?'. X = . 

^1^2 ^(1+^2) 

Wijderi volgt ait 

„3y«-V2+3«» 

f.(*) = ^i^T^^ ' 

x^y^v2 

= — ttX- 1 — ! positief. 

1/2 I ^y» \^ 

Stellende nog den balven tophoek des kegels = ç?, dan beeft 

V 1 

men tg, ç> z=. ^- ^=l ^ , waaruitvoor de groolte des tophoek s 

gevonden vvordt 830.23. UM6. 

3®, Onder aile reglhoekige driehoeUen van denzelfdcn perimeter^ den 
xoodanigen te vinden^ welks inhoud cen maximum zij^ 

Men stelle voor de beide regthoekszîjden x en y , dan heeft men » 
a den perimeter noemende, de twee vergelijkingen 
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^ + y + V^(^*^ + y*) =*• ^y = Maxim. . . . (a) 
Uit de eerste de waarde y afzonderende , vindt raen op de gewone wîjze 

1 a{a — 2x) 

_ laûnla — 2ir) 
dus xy = . 

De fanctie 

jj,.. _ J^(fl — 2x) x^ 

Jb[x) = = X 



a — X a — X 

aizoo cen masininm raoetende zijn , heeft men , na eene eerste dif- 
ferentiatie 

FiW = 1 



a — a? (a — a?)* ' 
of JTiCar = = , 

(a — xy 

waaruit volgt x ■==. a{\ ±1/-). Het borenste teeken behoort hier 

echter verworpen te "worden , verrai ts x niet > a kan zijn. In deze 
onderstelling komt er 

_ h[x—Q) __4_ h_ 

^^^""^ — {a — x)^ ~ x — a — aVy 

ten blijke djis dat de inhoad des driehoeks werkelijk een maximum 
wordt, voor x = a(l — V -)> ïïieruit volgt tevens y =. a(l — l/J, 

zoodat de regthoekige driehoek gelijkbeenig moet zijn. 

Men zou de beide vergelijkingen (a) ook aldus hebben kunnen 
behandelen. 

Beschouwende y als eene functie van x , en dus xy =. F[x) stel- 
lende , verkrijgt men door onmiddelijke diflPerentialie der genoemde 
vergelijkingen 

dx X 

en J ^ _i -J ::::2 0. 

^dx^Vix^+y^) 

Schrijft men hierin voor Jl zijne voorgaande waarde, dan bekomt men 

dx 
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. Hieraan kan eenîglijk voldaan worden door x -=: y. 
De vergelîjking ^ + y +l/(^* +î/*) = o, gaat thans over in 

2x + xV2 z= a, 

^^' ^ = y = 2::pp2 = ^^' ~1^^^' 

welke uitkorast met de vorige overeenstemt. 

4*. VU eenig punt P gelegen op de groote as eener ellips (fig. 15) , 
den grooUten of kleinsten voerstraal PQ naar dm omtrek te trehken, 
_Dit vraagstak, hetwelk eenige niet onbelangrijke bîjzonderheden 
oplevert, kan aldus worden opgelost. 

Laten a en 6 de beide halve assen der elHps, c den afstand OP, 
x,y de coôrdinaten van het pant Q, en x de lengte van den voer- 
straal voorstelleu , dan heeft men de vergelîjking 

«* = y* +{x — c)* = Max. of Minim. 

welke, na hierin voor y* zijne waarde — (a* — x*) gesabstitueerd 
te hebben, overgaat in 

e^x^ 

a* 

zijnde e^ zz: o* — 6*. 

Daar nu x in deze nieuwe vergelîjking onbepaald kan aangroeîjen, 
mistnien hier de noodzakelîjke voorwaarde, dat x, voor aile waar- 
den van x baiten de grenzen — a, en + a gelegen , onbestaanbaar 
worde. Die vergelîjking al zoo niet bepaaldelijk op de ellîps van 
toepassing te raaken zijnde , is uit dien hoofde ongeschikt voor het 
verlangde onderzoek. 

Beschouwen wij echter x, en das ook s, aïs eene functie van y , 
dan volgt onraiddelîjk uit de betrekking tusschen x en y^ dat z 
onbestaanbare waarden verkrijgt , indien y bniten de grenzen — 5 , 
b genomen wordt. Wîj hebben hierbij tevens het voordeel van 
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den g^eheelen omtrek der eUips te omvattcn, als kunnende y soo- 
wel positief aïs negatief geuomen worden. 

Hen difierentiëre diensvolgens de eerste vergelijking 

y^ + {x — c)*=z^=F{y) (1) 

ten opzîgte van y , dan komt er 

F,{y) = 2y + 2{s — c)^ = (2) 

dy 

dUf y =z — (X — C)-^ C). 

dy 
Uit de yergelijking der elHps 

a^y^ + h^x^ = a*d*, 

volgt a^ydy-i-b^œds = 0, 

dx a^y 

duf — = -21. 

dy b*ai 

Deze waarde in (2) overbrengende , bekomen wij, 

— ^i-— ( = (3) 

waaraan Toldaan kan worden , zoawel door y = , als door 

cd^ 

te stellen. 

Ten eînde hiernît tôt het bestaan ran eenîg raaxironra of miniranm 
te besluiten , differentîëre men de waarde van F^{y) op nieaw ten 
aanzien van y, dan heeft men, in de onder»teIling van y z=z 0, 
waarniede œ =: ziz aovereenkorat,en met weglating vandenfactor2 

Is nn de lîgging van het pant P zoodanig , dat c ) — , dan zal 

s =. a ecn minimum, docha; = — a een maximum voorden voor- 
traal opleveren, terwîjl er voor ^ = a, even aU voor x zzz — a 



{*) Yolgens hetgeen in de XI^ les zal Terklaard worden , toont die Tergeljjking 
•n» , dat d« riçting det Toerstnals iteedi normiud op de kronuiie moet lyo. 
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een maximum zal plaats grijpen , indien c<— is. In beide gevallen 

zullen de uiteinden des voerstraais op de groote as liggen. 
Onderzoeken wij thans de tweede waarde van y, overeenstem- 

mende met s = — -, 

In dat geval bekomen wij 

— i-v^v:^ — f?* y* 

ca* (a* — x^) 
Voor c<---of 0? < a, wordt Fjfy) positief , en dus F{y) een mini- 

a. 

mura. De ondersteDing van c y — is hier nîet aannemelijk dewijl 

X y a zoude worden. Dit al het voorgaande mogen wij alzoohetna- 
Tolgende besluit trekken. 

Zoo lang bel punt P op eenen afstand OP < — geîegen is, zullen 

er twee niiniraa PQ, PQ' en twee roaxiraa PB^ PA voor den voer- 
strnal aanwezîg zijn; de twee eerste behooren beiden tôt de abscis 

c à^ 

X = -— , en de twee laatste tôt de abscissen a? = — a, i? ii= a. 

Voorgrootere afstanden van het punt P, zal er sleehts een mini- 
mum PB ^ en een maximum PA bestaan. 

£r blijft thans nog te onderzoeken overig bet bijzondere geval 

Tan c z= — , als wanneer de verg. (3) overgaat in 



^ e* /a — x\ 



5«^ ^ '^' 

welke voor y zn 0, en dus voor a? = ±a, nul wordt. 

Eene tweede differenliatie geeft, met weglating van den positieven 

faetor 2 f 

^* . . a — X ay dx^ a — x a*y^ 

^,[y) — —^—^tTy ~ ~ ^6>*V 

a — X (a* — x^) a* — a?' 
= h û ^ = • 

X X* X* 

Voor j? = — a y verkrijgt FJi^) eene negatieve waarde , enmjstdiis 
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een raaximam aan. Voor x =:: a, Fi{y) nul wordende, zal men op 
nieaw hebben te differentiëren. Men bekomt alsdan 

3a» diT 3a« y^ 

'^^^ ~ ï*^ d^ ~ Tî' ?' 

welke fanctie insgelijks voor x 1= o of y = verdwijnt. 
Eene vierde difTerentiatie geeft 

Deze fanctie voor a: = a eene positieve waarde verkrijgende , zoo 
wordt hierdoor het bestaan van een minîraara aangewezen. 

Het blijkt alzoo dat er, ingeval van c = — , slecbts een mini- 
mum PB, en een maximnra PÀ voor den voerstraal plaats heeft, 
even als in het geval van c > —• 

a 

De navolgende vraagstukken worden den lezer tôt eigen oefening 
voorgesteld. 

5. Van allé driehoehen die dezelfde hasts hebhen en van gelijken 
omtrek zijn , dengenen te hepalen welks inhoud een maximum zij ? 

ÀntvD, De driehoek moet gelijkbeenig zijn. 

6. Op eene gegevene régie, lijn eenig punt te hepalen ^ zoodanig dat de 
afstanden van dat punt tôt twee gegevene punten A en B, aan dezelfde 
zijde dezer lijn gelegen , een minimum worde ? 

Antw. De lijnen AO,BO zullen gelijke hoeken met de gegevene 
lijn moeten maken. 

7. Door eenig punt P, gelegen hinnen eenen regten hoeh BAC, eene 
lijn BPC te trekhen, welke van dien hoek den kleinsten driehoek af^ 
snijde ? 

Ântuj. De lijn moet zoodanig getrokken worden dat de hoeken 
ÀCP y PAC even groot zijn. 

8. In een' gegeven bol den grootst mogelijken cilinder te plaatsen ? 
Antw, Den straal des bols r noeraende, zal die van het grond- 

vlak des cilinders zijn -- V6, 

9. In een' gegeven bol den grootst mogelijken kegel te plaatsen? 
Antw, Den straal des bols r noemende , zal men voor de boogte 

deskegels vinden --• 

10. In een* gegeven kegel den grootsten cilinder te plaatsen ? 

Antw. De hoogte van den cilinder moet een derde van die des 
kegels bedragen 
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11. Ondftff vier gegevene lijnen eenen vierhoeh xamen te stellen weîks 
inhoud een maûi;imum zij ? 

Antw. De hoekpunten van den vierlioek zalleii in den oratrek 
cens cirkels moeten liggen. 

12. In een' gegeven driehoek ABC de hortste lijn DE te trekken^welke 
dezen driehoek in twee gelijke deelen verdeelt ? 

Àntw. Indien À de kleinste der drie hoeken is , zal de afgesne- 
den driehoek DÀE gelijkbeenig moeten zijn , DE toi basis hebbende. 

13. Onder aile regthoekige driehoeken van gelijken inhoud j dengenen 
te hepalen y welks omtrek een minimum zij? 

Antw, De drieboek moet gelîjkbeenig zijn. 

14. Te onder zoeken of de functie 



y=:l._«)«jl-V/(^)| 



een maximum of minimum toeîaat?^ 

41 
Antw. a? = —a zal y tôt een maximum maken. 

15. Hetzelfde van de functie 

y = a; — l^(a?— 1)*. 

Antw, y wordt een maximum voor a? z= 1 en een minimum 

35 
Toor «?=--:. 
S7 

16. Hetzelfde van de functie» 

y = V • 

a^x 
Antw» Die functie is voor geen maximum nocb minimum vatbaar. 
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Gebruik der differentiaal-rekening hij de ontbinding van 
rationale gebrokens in meer eenvoudige gebrokens, 

S 69. In de 21® les onier Hoogere Algehra, atijn rceds vcrachîl- 
lende handeiwijzcn ontvvikkeld , wnarvan inen zîrh bij de ontbinding 
Tan ralionale gebrokens kan bedicnen. Wij ziillen thans aantoonen 
we\k hiilpmiddel raen daarenboven uit de differentiaal-rekening 
onlleenen kan, oxn de lellers der parliële gebrokens, elk afzonder- 
lijk le bepalen, zonder dat het bierbij noodig zij een stelsel ver- 
gelijkingen van den eersten graad op te lossen. 

Laten namelijk x — a, x — 6, x — c,... x — ft, de eersle magts- 

factoren van den noeraer des gebroken — aanduiden. Zij wijders 

de leller f{x) een polynorainm van een lageren graad dan de noemer 
F(x)^ in welk geval de gevraagde ontbinding, zoo aïs 1er aangehaalde 
plaatse gebleken is, slechts op eene viijie geschieden kan. Men 
stelle DU 

f(x) ABC K 



F(u:) X — a x — b x — c 
waaroit volgt 

X — a X — c X — k 

Voor X = a^ zijnde een der wortels van de vergelijkingF(2?) = (>, 
vcrdwijnen al de termen van het tweede lid der vo(»rgaande ver- 
gelijking , met uitzondering nogtans van den eersten terni, die den 

onbepaalden verra - aanneemt. Volgens het geleerde in de F* Les, 

F[x) 

verkrijgt de break -— — alsdan de bepaaide waarde F,(a). Gevolge- 
lijk komt er 

waaruit raen, ter bepaling van Â, afieidt 

- F,{a) • 

Het is klaar, dat men voor de overigc fellcrs op gelijke wijze 
bekorot 
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Ft'b)' /■■,(') 

en hieruit ontstaat de algeroeene formule 

In liel bijzonder geval van f{x) ^ F^'x) wordcn A=zB = C. ,:=l, 
en dus 

H 7 -r- 



F(a?j jr — a x — h x — c x — fc' 

wellcc eîgenschap ook onniîddclijk zou kunnen afgeleid wordennit 
het différent iëren der logarithmische vergelijking 

lF{x) = l{x — a) -h l{x — h). . .+1{x — 1i), 

Zîjn de factoren van F(x) , van don vorni ax — /5, enz. dan zal 

A Al 
men, voor het partiele ffebrokcn ^^ schrijvende - x . na 

* " ax — p a B 

fi *— - 

-- = a gesteld te hebben , op gelijke wijze als voren belcomen " 

KO =4 MO. 



dus A :=. a 



Fia)' 



Voorbeeld. 



f{x) _ 3a?» +322? — 88 

f{x) ~ j?» — 4?* — Ï4a? + 24' 

F(x) = {x — 2) (2 — 3) (x+ 4). 

a = 2. b =: 3. c = — Â. 

Fi{x) = 3^» — 2j: — U. 

^,(2)=- 6. r,(3) = 7. F,(— 4) = i2. 
f(2) = — 12. /(3) = 35. f{— 4) = — 168. 

dus A = 2. B = 5. C = — A. 

3a?«+32ar — 88 2 5 4 

= s + 



a;3_-i;2 — Uj:+24 ^ — 2 a? — 3 a: + 4* 

Uit de waarde van 

F{x) = {x—a) (x—h) [x—c) . . . (x—h) , 

Toigt door differentîatie 

Fiix) ■= {x—h) (x—c) [x—d). . .'(x—k) 

-f- [x — a) (x — c) {x — d) . , . (x — h) + CHÉ. 



1 1 2 DIFFERENT! AAL-RERENING. 

en dus voor a7 = a, i7 = 6, xz=.c enz. 

F,[a) = (a— 6) (a-*) (c^-d) . . . (o— *) . 

F^ih) = (6— «) (6— c) {h—O) , . . (6— Jk), 

F^{e) = le-a){c^h) ((^-rf) . . . (e—k) , 

enz. enz. 

welke nitkomsten andere vormen opleveren ter berekening der 
\vaarden Tan AyB^C..^ zonder Toorafgaande differentiatie der 
funetîe F[x)y en ook overeensteramen met die, welke in $206 der 
Hoogere Algebra, langs een' anderen weg verkregen zijn. 

Sabstitueert inen de Toorgaande nitdrukkingen voor F|(a). F^f &)..., 
in de form. (1), nadat raen deze met den noemer 

F(i7) = [x—a) {x—b) . . . {x—k) 

verraenîgTuldigd heeft, dan ontstaat bieruit de bekende interpolatie- 
formule van LaGrarge, in § 203 Tan ons aangebaald werk, doeb 
zonder betoog medegedeeld, te weten 

^ . _ (^— ^) i^—^) ' ' (^— ^) ff^) . ( a^—o) (x—c) . . [x—k) 
'^ ^ ~ {a—b){a-^) . . {a—k) '^ ^~^ {b^^) (b—c) . . {b—k) '^ ^ 



(x — a) (x — b) . . (x — k) 

+ 7 TT rr^f èm + em. 

(c — a) (c — b) . . (c — k) 

S 70. De Toorgaande bandelwijze blijft eTenzeer Tan toepassing 
op het geTal dat de Terg. F{x) = twee of meer onbestaanbare wor- 
tels heeft, en er dus onder de partiële gebrokens eenige Tan den 
vorra , — TT- Toorkomen. Men stelle alsdan 

a = a + fiV — 1 en b =: a — py — 1. 

f{a+pV—l) 



dus 



F^ia+py—l) 
F,{a—pV—l) 



= M-^NV—h 



= M—NV—l, 



M + NV—l M—NV—l A + Bx 



x — a—^V—l a?— a+^V'— 1 (a^— «)*-f-iS*' 

waaruit Tolgt 

A = —2[PN+aM), B = 2M. 

Op gelijke wijze laten zicb de coëfficiënten Tan de tellers der 
overîge breuken bepalen. 
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fx a;" 
Zij bijv. -';— = , 

en laat hierbij m een even getal zijn, dan kan de noemer ontbon- 

971 

den- worden in - tweede-magtsfactoren van den vorm 

x^ — 1x C08, a + 1 , 

2Â H- I 

waarin a = / \n^ en h aile waarden verkrijgt van tôt 

—m — 1 ingesluten (*) , zoodat de partiële breulcen aile zijn van den 
vorm 



Nu is, in ons geval, a = co5.a, j5 =1: «n.a, 

„ , , ma?"» w» 

Fi(a?) = mx^-^= = — 'Z> 

X ^ 

co#. o+5in.al/ — 1 
f(a'\'PV — 1) = [co8,a-\-sin.aV — 1)'» = cos.na-^-sin.naV — 1 , 

M-^NV—l =. Uo8,[n+\)a-{-sin.{n+\)aV—\\ 

m 

1 1 

M = co«.(n+l)a, N zm m. (n+l)a. 

m m 

Derbalve 

2/ i 2 

^ = — istn.ann. {n-4-l)a + co5. aco5. (n+ l)a> = --cos.na, 

mi 7 m 

2 

j5 = COS. (n + 1 ) a , 

m 

zoodat wij bekomen 

x^ 2 -cos.na — xeos. (n-^\)a 



a? " +1 m x^ — 2x cos, a + 1 

waarin het teeken S zich over - termen uitstrekt, die eeniglîjk 
door de verschillende waarden van a, van elkander onderschei- 
den ziju. 

Is m daarentegen een oneven getal 2p+l, dan heeft men, be- 
halve de p parliële gebrokens van den voorgaanden verra, nog 
eene break 

A . , f{-l) (-1)» _^L 
— —-, waarin A z= -— — =z =: ± -~, 

a: 4-1 J^i(— 1) ^ ^ 

naar dat n even of oneven is. 



(*) Men raadplege deswege de 15* les onzcr ffoo^ere AJgehra. 

I. 8 
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De Toorg;aande nitkomsten gelden insgelijks voor de ontbinding van 

het gebroken v-^^r» »> steeds een geheel getal zijnde, mits a 

hier vervange worde door ~ , en A , ingeval van m oneven , 

door — . 

Door n zz= te stellen , verkrîjgt men , ingevolge het hiervoren 
gevondene, m een even getal beteekenende , 

I 2 1 — xcos.a 



arm^l m x^ — 2a;co«.a4-l 

en , w. oneven zijnde , 

1 1(1 1 — XCOSM 



22 



Voor " zîjn dezelfde uitdrukkingen van toepassing, mits aan 

41 de daartoe betrekkelijke waarden gevende. 

Door wîiders aan n verschillende waarden toe. tekennen, is men 
tevens in staat op eene algemeene wijze de partiële gebrokens ait te 
drakkeu van het gcbroken 

a:"'±: 1 

S 71. Behandelen wij thans het geval dat de noeraer F(x), zoo- 
wel gelijke als ongelijke factoren bezit, en zij s — a een van die 
gelijke factoren , die m malen voorkorat , zoodat wij voor F(a;) raogen 
stellen 

(x — a)"^.ç>(x)^ 

f{x) 
en voor de breuk — -: , de identieke vergelijking , 

n^) _ A A, A^ Am-i . P 



F(x) {x — a)"^ {x — a)»»-i (x — a)"^-^" x — a îp(j?)' 

zijnde P een polynomiara in x van eene lagere magt dan de noe- 
raer ^{x), 

Hierait volgt verder , na vermenigvuldîging met Y{x) , 

f{x) = Âç>{x)-\'Ai{x—a)ç>(x) + Â^{x—a)*ç>{x)..,+P{x—a)'^. (1) 

De waarden der coëflîciënten Aj Ai.,, Am-it laten zich nu aldus 
bepalen. Eerstelijk heeft men, door in de voorgaande vergelijking 
jc = a te stellen y terstond 

f{a) = Af(a) dus A = ^^. 



NEGENDE LES. 115 

Wijders geven de achlervolgendc diffcrcntiaal quotienten der 
beide ledeii van vergelijking (l), na x =: a gesteld te hebben, 

f^rà) =z À^i{a)-\-'Ài^ia) , . 

enz. (2) 

met behulp van welke betrekkingen de waarden der coëfficiënten 
J, Jj, A^,,. uit elkander kunnen worden afgeleid. De algeraeene 
betrekking tussehen die coëfficiënten, is gemakkelijk uit de in 
S 31 voorkoraende uitdrukking voor — ^ ai* teleiden. Stellende na- 

melijk hier in tt zz: {x — a)^env z=i (p^x)^ danzalraen, in aanmerkiiig 
neroende dat 

dMx — a)^ 

— — =L p/i>— 1) ... (p— n + 1). fa?— o>-», 

dx^ 

voor n zz: p, lot waarde bekorat 1.2.3... p, en voor aile overige 
waarden van w, in de onderstelling van a; nz a, verdwijnt, met 

.... j . .. , dn(x — a)Pq>(x) . , 

weinig moeite mzien , dat n izz p zijnde^ -r-^ — —^ zich m 

dezelfde onderstelling herleidt tôt 2. 3.. n^(a) , ennui wordt voorn <p, 
terwijl men, voor n y p, slechts den term 

n(n— 1). .(n — p+l)çp„_p(a) (a) 

overig houdt. Behalve dien zullen ook de achtervolgende difFeren- 
tiaal quotienten van den laatsten terra P(x — a)^ in vergel. (1) , 
zoo lang n < w is, voor jc rz: a verdwijnen. Alzoo vindt raen 
voor het n^ differentîaal quotient van het tweede lîd der verge- 
lijking (1), in de onderstelling van s — a, de uitdrukking 
fn{a) zz: Aç>n{a) + nAi,ç>n-ii{a)+n{n — ])A^ç>n-2(a), .. 

+ n{n — l)..,(n — P'}-'l)ApÇ>n-p{a) ..„-]-l..,2. nAnÇ>(a) . (3) 

waarin n niet grooter dan m — 1 te nemen is, en welke de alge- 
raeene betrekking tussehen de onbekende coëfficiënten in zich bevat. 
De zoo even verklaarde handelwijze ter bepaKng der tellers 
A^Ai,.. onderstelt , dat men vooraf de waarde van ^{x) z= 



en hare afgeleide functiën bekend hebbe. De hiertoe in de eerste 
plaats vereischte deeling kan echter insgelijks door differentiatie 
vermeden worden. Immers, uit de vergelijking 

F{x) zzr [x — a)'^ç{x) 



' 
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voigt, in overeenstemming met het hiervoren reeds opgeraerkte, 
dat F„{a) Toor aile waarden van n (^m nul vrordt , en raen in het 

algemeen 

Fm-^pia) = (w+|>)(m+p — l).,(p + l)çp^(a) 

'"' ^^(-) = (p+I)(H-2)..(m+J,)' 

zal bevinden , waardoor ahoo de waarden der coëfficiënten A , Ai, A^ , 
regtstreeks door middel der afgeleide functiën Tan teller en noemer 
uitgedrukt worden. 

Met behiilp der zelfde formules laten zîch ook de tellers der 
partiele gebrokens, behoorende tôt de overige gelijke factoren, zoo 
die voorhanden nîogten zijn, bepalen. Heeft de vergelijkîng F{x)=.0 
bijv. nog n gelijke wortels b , dan zal men in de gevondene for- 
mules slechts a in 6, m in n, en A^ A^,, in B, Bi.. beboeven te 
veranderen. 

S 72. Ora het gebruik der voorgaande formules door een enkel 
voorbeeld nader toe te lichten, kiezen wij hiertoe de ontbinding 
van het gebroken 

f{a;) _ 8a;g — 97a;* + -^57:t;» — 1015a:» + 1039a? — 376 
F(ïj ~ (a; — 3)*(ï — l)î ' 

De onbekende partiele gebrokens zijn hier van den vorni 

À , A^ Â^ Ai B Jit 



(a; — 3)^ (a;— 3)5 {x—3}^ x — 3 (i? — I)» ' (a?— I)' 

Ora de vier eerste tellers te bepalen , heeft men 

a z=z 3, m izz: 4, ^{x) = [x — I)*, 
dus ^i{x) = 2{x — 1), ^2(a?) = — 2, ^s(j7) = 0, 

zoodat de vergelijkingen (2) zich in dit geval tôt de volgende her- 
leiden : 

f(«) 

« 

A(a) = AnM + AMa). A, = ^(^h^. 

ip[a) 

fi(a) = AipJ,a) + 2 J,ç>i((i) + 2^jÇ9{a). 

A _ fM — ^^2(g) — 2^ iyi(g) 

^^— 2<p{a) • 

U{a) = 3^,sP,(a) + 2.3ijçPi(fl) + 2.3.^3^(0) 

_ Uia)--3A,<pM — ^'^A<Pi[a) 
- ~ ■ 2 3<p{a) 
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Na volgt uit de waarde van f{x) , 

f^{x) = 40i?*— 388a;» + 1371ar> — 2030a? + 1039. 
f^ix) = lOOiT» — 1164ar»+2742ar — 2030. 
f^ix) = 4802?» — 2328ar + 2742. 
Voor a = 3, komt er 

f(a) = 32, /-,(«) = 52, /i(a) = 40. ^(a) = 78. 
f(o) = -*, Ç'iW = -*, fî(a) = 2. 

32 
dus ^ zz: — - = 8. 
4 

52 — 4.8 
^i = -1 — = 5. 



_ 40— 16 — 40 _ 

Am — • X — f ~~~ 2. 

' 2.4 



78 — 30 + 48 
6T 



^8 = — ^-,:i— = 4. 



Op gelijke wijze B , ^i bepalende , zal inen vinden i? = 1 , 
J9|=: 4 , en dus 

f(^) 8,5 2,4,1 4 



F{x) (ar— 3)* ' (x— 3)» (a?— 3)» or— 3 ' (a?— 1)* ' «— r 
$ 73. In het bijzonder geval , waarin raen heeft 

F{x) = (x — a)^ , 

en dus ç{x) =: 1 , geven de Tergelijkiogen (2), ter bepaling der tellers 
van de m partiele gebrokens, 

A = f(a), At = ftia) , "^1 = ^2 ^^^""^ ' 

en in het algcmeen 

l 
1.2...P 



Ap = î^ii— 1 fp(<i) y 



zijnde p hoogstens gelijk m — 1. 

Het zal nîet overbodig zijn hier nog aan te toonen, dat dereeks 
ran Tatlor onmîddellîjk tôt dezelfde uitkomsten leidt. Wij hcbben 
namelijk (§ 53) , voor elke functie van x , 

n*)= Afl)-t-(*-a)A(a) +^^ Ua) . . . + ^-^^^ U 1 a-^{*~a) \ 
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Is nu f{x) eene geheele ralionale functie van den (m — l)engraad, 
dan zal de rest der reeks geheel verdwijnen , indien men deze tôt 
m terraen voortzet. In deze onderstelling heeft racn dîensvolgens , 

f{x) = f{a) + {x — a)ft{a) -[.L-—Lf^{a) ... -f-_^__p/'^](a) , 

dus 

fjœ) _ f[a) hjo) 1_ ga) } U-i(a) ^ 

[x — a)"» [x — aY' [x — a)'"-i Ï.2(i7 — a)"»-^^** l.lwi — \x — a 

hetgeen met het hiervoren gevondene geheel overeenstemt. 

De vergelijking F(a;) ^ 0, kan ook gelijke onbestaanbare wortels 
« ± i^' V — 1 hebben , als wanneer F[x) = ( (a? — a) * -f- /?* )"» tp(x) 
wordt, 

Men stelle in dat geval 

f[x) ÀX + B Â^X-\-'Bi^ Am-\X+Bm-\ 

F{x) ~ {ix —a)» +P^Y "^ ((a:_a)î+,^s)'»-i" "*" (ar— a)^-+-/?2 

Hieruît voigt 

f{x) = {Ax'hB)ç>{x) + {AtX-^B,){(x — a)^+p^)^{x)-\-... 

'h{Am-ix + Bn,^i){ix — ay-i-^^-y^-^ç{x) + P{{x — aY^fi^y 

Door de substîtutie van x = a-±:^V — 1 in de vorige vergelijking, 
zullen al de termen van het tweede lid , met uitzondering van den 
eersten,verdwijnen, en men bekorat hierdoor de vergelijking 

welke zich , uithoofde van den onbestaanbaren factor V — 1 , in twee 
afzonderlijke vergelijkingen , ter bepaling van A en ^laat splitsen. 

Dezelfde substitutie verrigtende in de achtervolgende afgeleide 
funetien van f(x), zal men bevinden, dat daarbij steeds termen zullen 
verdvvijnen , en het vereischte aantal vergelijkingen zal ontstaan ter 
bepaling der overige coëfficicnten A^, B^, A^, B^ enz. Op gelijke 
wijze kan men ten aanzien der andere gelijke onbestaanbare wor- 
tels te werk te gaan , welke in de vergelijking F{x) =z , mogten 
voorhanden zijn. 

Het zal ons later blijken , welk nuttig gebrnik van de ontbin- 
dingen der rationale gebrokens in de inlegraal rekening te raaken is. 
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Over de veranderingen in differentiaal uitdrukMngen 
ontstaande , door het invoeren eener nieuwe onafhan- 

kelijke veranderlijke groothetd^ 

S 74. Bij het aanwijzen der achtervolgende differentîaaî verhoir- 
dîngen eener Functie y ten opzîgte van haar veranderlijk élément 

ar, door middel der gebrokens -r y t^ » t^ enz. is ondersteld ffe- 
worden (§30), dat dit élément gelijkmatig aangroeit, of met anderé 
woorden, dat de difierentîaaal da; daarbij als eëne stand vastigebe- 
schouwd wordt. Die onderstelling is altijd geoorloofd , zoo lang y 
regtstreeks in a? uitgedrukt is, en deze dus aïs hetonafhankelijke 
veranderlijke élément kan aangenoraen worden. 

De zaak verandert echter van aard , zoodra y en x elk in het 
bijzonder in functie eener derde veranderlijke grootheid ç> ui(ge- 
drukt zijn, en raen dus heeft y =: F{^) , a; =: f[(p) , waardoor men 
eerst <p tusschen die beide verg'elijkingen zal hebben (e elimineren, 
ora eene betrekking tusschen y e.n x te kunnen bekoroen. Âlsdan 
zal raen , bij het achtervolgend diiferentiëren van y en a? ten opzigte 
van ^, deze laatste v^^cl met gelijke oneindigkleine verschillenmogen 
doen aangroeijen, doch hiermede zullen veranderlijke waardcn van 
dx overeenstemraen, zoo dat het niet meer geoorloofd blijft dx als 

standvastig aan lenemen, en dus — — , --- enz. voordeachtervol- 

a < * dx^ 

gende differentiaal quotienten te schrijven. Wij zullen alsnu aan- 
toonen op welke wijzehierin, met behulp der differentiaal quotienten 
ten aanzien van <p genomen , kan voorzien worden, In de eerste 
plaats merken wij op,dat, daar y eene functie van <p ^ en dezeop 
hare beurt als eene functie van x te beschouwen is, wij, ingevolge 
S 15 raogen stellen, 

dy dy dç> dtp 

dx dç> dx dx 

d(p 

Ditferentierende nu elk lid dezer vergelijking ten aanzien van ^ , 
als onafhankelijk veranderlijk élément , en hîerbîj opraerkende, dat 



\ 



of wel 
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men het voorste lid -^ ook eerst ten aanzien van x kan difTeren- 

^' . dx 

tieren, en de uitkoinst vervoïgens met het difierentiaal quotient -- 

vermenigvuldîgen, dan verkrijgt nien 

dx d*y dy cPr 

d^y dx dtp dq>^ dçi dq>* 

dx^ dç> (^\^ 

\dq>) 

dx dfy dy â^x 

d*y dsp dq>* dq> d<p* ^ 

di» ~ T^xy ^ ' 

zijnde de uitdrukking voor het difierentiaal quotient der tweede 
orde, indien y en x van eene derde veranderlljke grootheid ^ 
afhankelijk zijn. 
Deze vergelijking op nie uw ten opzigte van f> difierentierende, 

zal men daaruit eene uitdrukking voor — ^, in funetie van 

dy dx â}y d^x d^y d'x 
d^' dip^ d<p^ * d^* dip^ ' dip^ '. 

kunnen afleiden, en even zoo voor de hoogere difierentiaal qao- 
tienten te werk gaan , v^aaruit echter, zoo als te voorzien is, meer 
en meer zaraengestelde formules znllen ontstaan. 
Men zal namelijk vinden 

/dx\* d^y dx d*x d^y dy /d^x\* dx dy d^x 

d^y \dq>/ rfç)S d(p dq>* dqi^ dip ^rfç>*^ dqi dç rfç' /„> 

ziz: — • . \^) 

dx^ /dx\^ 

en zoo voorts. Deze formules la ten zich evçnwel ook nog on der een 
minder oraslagtigen vorm voorstellen , indieu men daarin de difie- 
rentiaal quotienten door de differentialen zelve vervangt, en dus 
in de form, (1), teller en noemer met dç>^ vermenigvuldigt. Deze 
gaat alsdan over in 

d^y dxd^y — dyd^x 

dx^ dx^ ' \ ' 

■ 

dy 

en had even goed kunnen verkregen worden , door het quotient -~ 

op de gewone wijze als een gebroken met veranderlijke teller en 
noemer te difieren tieren , en vervolgens door dx te deelen. Op 
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gelijke wijze vindt men,,hetzij uit (2), hetzij door differentiatie 

van (3), 

dx^ dx^ ' ' ^^ 

Zoodra das x en y als functien eener derde veranderlijke grootheid 
voorkoraen, zal iiien de differentiaal vcrhoudingen -r^en — door 
de ZOO even gevonden uitdrukkingon (3) en (4) behooren te vervangen. 
S 75. Onderslellen wij, oni zulks door een enkel voorbeeld toe te 
lîchten, dat er tusschen y, a; en <? de navolgende betrekkîngen 
bestaan 

y z=: r(<p'^sin.ç>), x = r[\ — cos,<p)^ 

X 

waarait voigt y -=. V{2rx — x^) -{- ^ B sinv. — (a) 

T 

welke laatste , zoo als ter zijner plaatse blijken zal , de vergelij- 
king op de regtstandige eoôrdinaten is eener kromme genaarad 
Cycloide, 
Hier zijn de differentiaal quotienten ten aanzien van ç?. 

dy ,, , d*v 

dx ^ d^x 

Derhalve 



of 



dx^ r^sin,^ç> ' 

d^y I (l+cojr.ç») 1 1 



dx^ r «inV r (1 — cos,ç>)sin.ç>' 

Deze uitkorast kan nu ook in functie van x worden uitgedrukt, ' 
door voor r(l — cos,ç>), te schrijven ar, en voor«i«.ç9, ^Vf2rx — x*), 
Zij herleidt zich alsdan tôt 

d^y __r _ 1 

dx^ ~ x'Vi2rx—x^)' 

Differentieert men nu de verg. {a) onmiddelijk ten aanzien van 
Xf dan vindt men 

dy r — X r 

dx ~ V[2rx--^x^) i/{2rx—x*) ' 
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^ ' du 2r — ^.r 

of / =: v/ — , 

dx X 

d^y r X ri 

dus — ^ = 'V = Ti 

dx^ x^ 2r—x s i^{2rx—x^} 

even als hiervoren. 

Het bijzonder geval van ^zzzy, hceft plaats, indien men uit de 
vergel. y^=.f[x)y bij orokeering x als eene fnnctie vau y, en dus 
deze Jaatste aïs het onafhankelijk veranderlijke élément beschonwt. 
Uit de form. (1) en (2) volgt alsdan, uithoofde van 

dif d^<p d<p^ 



dy _ 1 

dx 



dx dx 



d^x 



dhj dy^ 



^dy) 
fd^Xy^ de d^x 
^ _ g ^rfj^/ ~dydy^ 
dx^ dx * 

iTy) 

waardoor dus de differentiaal quotienten van y ten opzigte van x 
genomen , door niiddel van die der omgekeerde functîcn kannen 
uitgedrukt worden. 

Zij bijv. y z= Boog sim x , 

dus X = sin, y , 



dx 


d^x d^x 

dy^' ''""'^^ dy^ ''''^' 


dy d. B,sin, 


X \ l 1 


dx dx 


dx C08,y (l — x^) ' 


■ 


dy 


d^y sin.y 


X 


dx^ cos.^y 


" |/(l_jj2)3' 


d^y Zsin^y+cos}y lH-2m.2y \+2x^ 
dx^ C08,^y cos.^y y{l — a?*)^ * 
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zijnde dezelfde uitkomst , welke men door onmiddelijke differen- 

liatie van 

d*y X 

di^ ~ 1/(1— a?*)' 

zoude verkregen hebben. 

§ 76. Zij u eene veranderlijke grootheid afhankelijk van y, x en 
de differentiaal quotienten van y ten opzigte van o;, zoodat roen in 
het algemeen heeft 

_ dy d'^y 

Laten wijders z, enç» tvvee andere veranderlijkegroothedenvoor- 
stellen , die met y en x verbonden zijn door de vergelijkingen 

^ = /"(2> <P)y y = ^{iy 9')y 

waardoor z tevens eene fiinclie van ç? wordt, dan zaî raen door 
acbtervolgende differentîatiëu der voorgaande waarden van o; en y 
daarbij d^ standvastig annneracnde, de grootbeid u, met behulp 

der hiervoren gegeveue formules, in eene functie van z, ç>, -ry ~; — 

enz. knnnen uitdrakken. Zalks vindt onder anderen eene toepassing 
bij den overgang van een reglhoekîg coordinaten stelsel^ tôt een 
polair stelsel , waarin alsdan z den voerstraal en ^den hoektusschen 
dezen voerstraal en eene bepaalde lijn begrepen, voorstelt. Zoo als 
bekend is zijn de betrekkingen tusschen y, x, jeen^, devolgende. 

y zn z sin, ç> , x -=z z cos, <p , 

- dy dz 

dus -^ 1ZZ «tn.ç>-- — \-zcQs,<py 

d(p d<p 





dx dz 

— cos,(p js«m.ç>, 

oç? d^ 


d^y 
d<p^ 


d^z dz 

sin, ç> 1- 2 cos» ip z m. ^, 

d(p'^ d^ 


d^x 
d(p'^ 


d^z _ . dz 

cos, (p — - — 2 stn. <p z cos,(py 

d(p^ dtp 




dy dq>^ 




dx . dz 

COt.0- z 

aq> 


d'^y dx 


d'^x dy , ,dz^ d^z 



d^^ dtp d<p^ d<p d(p^- dç>^ 



124 DIFFERENTIÂAL-REEENING. 

Derhalve 

d'y _ ' ^^yd<p) ~*d^t 
(co*. ç> — — zsin. f)* 

Op gelijke wîjze zal men uitdrakkingen Yoor de hoogere difife- 
rentiaal qaotienten kunncn bekomen, 

S 77. In sommige gevallen is het veranderlijke élément ^ waar- 
van y en â7 aïs functien beschouwd worden, door eene differen- 
tiaal betrekking met deze laatste grootheden verbonden. Men 
kan dan hicrbij aldus te werk gaan. 

Zij bijv. gegeven 



(«) 



0"+{|)'=' ■■ 

DiiTerentierende deze vergelijking ten aanzîen yan ^ als onaf- 
hankelijke veranderlijke , bekomt men 

^ ^_^^y ^ _ Q ,^^ 

df d^^ dfp' dip^ ' 

Is nu eene betrekking tussehen x en ^ gegeven , dan vindt men 
ter bepaling van -^ en -^ uit (a) en [P) , 

d(p dçi 









d'y 
d9* 


dx d^x 
d<p ' dqî* 




en 


hieruit 


volgt 


verder , met 
d*y 


behulp van formule 

d^x 
dq>^ 


(1), 




Âx^^dy' 





^dtp/ d<p 

Wil men aizoo eene uitdrukking 
in eene andere vervormen , waarin niet dx , maar df> ;= )/(dx* -f- dy*) 



TIENDË LES. 125 

standvastig aangenomen is, dan hebbe raen slechts daarin voor 
-4 te substitueren , , , of — rv-- ^U zullen later gelegen- 

rfa* di^ dy dx* "* a o 

heid hebb'en daarvan eene loepassing te nialcen. 

Men zoude ook eenige andere differenliaal functie, bijv, ydx aïs 
staodvastig kunnen aanneraen. Hieruit TÎndt raen 

yd^x-^dxdy = 0, 

dx dy 
en a^x zn . • 

y 

Derbalve 

d^y dx d^y — dy d^x d^y 1 dy* 

dx^ dx^ dx^ y dx^* 

Men stelle zich thans voor om de vergelîjking 

^ dx^ ^ dx dx^ 

opgemaakt in de onderstellîng van dx stand vastîg, te vcranderen 
zoodanig , dat daarbij y dx als standvastig genomen zij. 

Hierîn de waardé van -j^, volgens de voorgaande formule 

substitaerende, verkrijgt men na eene ligte berleiding , voor de 
gevraagde vergelîjking 

dx^ dx 

Bij dergelijke vervormingen kan raen ook den navolgenden 
v^reg inslaan. Men schrijve eerstelijk in de gegevene vergelijking 
voor de tweede en hoogere differentiaal quotienten de hiervoren 
(S "7^) verkrcgene uitdrukkingen , toepasselijk op het geval , waarin 
dx en dy beiden veranderlijk genomen vt^orden; men zoeke ver- 
volgens de bijzondere betrekking op, welke er tusschen de eerste 
en hoogere diiferentialen van x en y bestaat, ten gevolge der als 
standvastig aangenomen differentiaal functie. Met bebulp van di'je 
betrekking zal men vervolgens in de gemelde vergelijking de 
noodige substitutien kunnen verrigten, waardoor zij op het on- 
derstelde geval van toepassing wordt. De laalst behandelde ver- 
gelijking zal dienen, om het zoo even gezegde nader op te bel- 
deren. 

Schrijft raen naraelijk in de vergelijking 
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d^y dy dy^ 

voor — ^ zijne waarde toepasselijk op het geval dat y en j? van 
eene derde veranderlijke grootheid afhankelijk zijn, te weten 

dxd^y — disd^x , 

^— ^ — , dan gaat zij over m 

rf*V dy d^x du (Zv* 

^ dx* ^ dx dx^ ^ dx dx^ 

Nu is hiervoren reeds gevonden 

dxdy 



d^x = — 



y 



d^x 1 du 

Sabstituerende thans voor — zijne M^aarde -^ , dan geeft 

de voorgaande vergelijking wederoni 

^d^ _dji _^ 

dx^ dx 

d^y 
waarbij op te raerken valt , dat de factor -— thans niet meer het 

tvireede differentiaal qaotient van y ten opiigte van x be- 
teekent. 

§ 78. Ora nu oitogekeerd uît deze laatste vergelijking de oor- 
spronkelijke, waaruit zij afgeleid is, terug te vinden , stelle men 
ydx =z dç>^ en beschouwe y als eene functie van ?>, dan zal 
men de gegevene vergelijking aldus kunnen schrijven : 

d^y dy dx 

X-- — — . — zz: 0. 
d(p^ d(p d<p 

Thans herstelle men hierin de veranderlijkheid van d<p ^ waardoor 
de laatste vergelijking over gaat in 

\d^y dyd^<p\ \ dy 
{d<p^ dcp" ) y dif 

Daarentegen beschouwe raen dx standvastig in d<p z=z ydx ^ dan 
komt er, na diffcrentialie, 

= dy àœ, 



dy d'^q> dy^dx l dy^ 



TIENDE LES. 127 

Door deze substîtutie , en die van ydx voor d<p^ in de vcrgelijking 
(a) , vindt men 

f y* dx^ y' ds^ \ y^ dx 

d^y dy^ dy 

^ da;> do;* ^ do; 

hetgeen jnist de oorspronkelijke vergelijking terug geeft. 

Dit enkele voorbeeid zal Toldoende zijn , om den weg aan te wij- 
len , dien raen bij dergelijke omgekeerde herleidingen te volgen 
heeft. 6y de behandeling van de tbeorîe der krorame lijnen zal 
zich tevens gelegenheid opdoen , het onderveerp dezer les in nadere 
toepassing te brengen. 
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Théorie der vlakke kromme Hjnen , volgens hare verge- 
lijking op regthoekige coôrdinaten-assen. Bepaling 
der raaklijnen^ normalen^ enz. Onderzoek nopens 
het bestaan van assymptoten, Kenmerken van het 
aanwezen van buig- en keerpunten. 

S 79. Wij gaan thans over tôt eene der belangrîjkste toepassin- 
gen der differentiaal-rekening , tôt die namelijk , weikc de théorie der 
krorame lijnen ten onderwerp heeft. Wij ziillen hierdoor in de ge- 
legenheid gesteld worden meeren meer het nuttige gebruik te leeren 
kennen , dat er van de afgeleide functiën te maken is , bij het 
opsporen van de eîgenschappen eener door hare vergelijking 
gegevene krorame. 

De beschoawing der raaklijnen en norraaien zal ons in de eerste 
plants bezighouden. Wij onderstellen hierbij, dat de vergelijking der 
kromme op een regthoekig coôrdinaten-stelsel betrekking heeft. 
De overgang tôt een polair coôrdinaten-stelsel zal later afzonderlijk 
worden behandeld. 

§ 80. Bij het onderzoek van den loop en vorm eener krorame, 
korat in de eerste plaats in aanmerking de stand der raaklijnen in 
de opvolgende punten , waardoor van zelve de rigting der eleraen- 
ten of oneindig kleine deelen van den oratrek der kromme aange- 
wezen wordt. 

Reeds in S 5 hebben wij , uit het begrip der limiet van de 
verhouding tusschen twee van elkander afhankelijke differentialen 
afgeleid, dot, indien y =. JF'to?) de vergelijking eener krorame voor- 

stelt , het eerste diiferen tiaal quotient ~ of F^ix) y alsdan den tan- 
gens aanwijst van den hoek w tusschen de raaklijn van eenigpunt 
der krorame en het positieve deel van de as der x begrepen. Men 
heeft dicnsvolgens , 

EL 

ày , dy dx 1 



Vi^^+éy^) ^(,^g) ^(,^^^) 



iï«/ ^ \ * dy 



COS.W =1 
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dx 1 



V{dx^ + dy*) ,//| . rfi'». 



Zij nu y = Ax-i-B de vergelijking der raaklijn i/r(/î^. 1), ge- 
trokken door eenig pant M eener kromme , en noeraen wij x^ , y^ 
de coôrdinaten van dat punt , dan zal , oradat hier A de waarde 
van — voorstelt, de vergelijking der raakiijn worden 

Hieruit volgt onmiddelijk, dat de door hetzelfde punt {x^ , y^) ge- 
trokken normaal MR tôt vergelijking zal hebben , 

dXf 

y— yi = — ^^(*— *i) (2) 

Is de kromme gegeven door eene Tergelijking van den vorm 
F(jf, y) = 0, dan heeft men (§ 34), 

dx dy dx 

waardoor de voorgaande vergelijkingen voor de raakiijn en de 
normaal, overgaan in 

dF dF 

(y-y.)^+(..-*.)^- = (3) 

dF dF 

(j,_y.)__(^_..)_ = : ... .(4) 

Moet echter het punt bepaald worden, alwaar de raakiijn even- 
wijdig aan eene gegevene lijn loopt , dan kan zulks geschieden met 
behnip der vergelijkingen 

y = JP(jp), tg.m = p- = FM 

ax ^ 

Men zal opnierken , dat de vergelijking der raakiijn zich unmid- 

delijk uit de differentiaal vergelijking der kromrae, nanielijk 

dF dF 

— dx + -—dy = , 

dx dy 

dF dF 
laat afleiden , door slechts in — , -— , voor a? , y te schrijven arj, yi, 

en dx en dy te vervangen door x — x^ en y — yj, terwijl men 
de vergelijking der normaal bekomt, door voor dx en dy te schrij- 
ven y — y, en — {x — rcj). 

I. 9 
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S 81. Met toepassing op de ellips of de hyperbool heef t men 

das —- = 2o»t/, — zz= ± 26»a?, 

dy as 

zoodat de vergelijkingen der raaklijn en der normaal worden, 

«*yi(2/ — yi)±^*^i(^ — a^i) = 0. 
**^i(y--yi)T«*yi(^— ^i) = o. 

Deeerste kan ook aldus voorgesteld worden 

a*yyi ± h^^^i = û*^*. 



waarait volgt tg, ut 



m t 

a*yi 



welke formale aantoont, dat voor aile ponten der elHps, alwaar 
de beide coôrdinaten hetzëlfde teeken hebben, de raaklijn de posi- 
tieve as der abscissen onder eenen stompen boek snijdt, terwijlvoor 
allepunten welker coôrdînaten met ongelijke teekens aangedaan zijn , 
deze snijdîng der raaklijn onder een' scberpen boek gesebîedt; dat ech- 
ter bij de hyperbool juist het tegenovergestelde plaats vindt, zoo als 
zulks uit de bescbouwing van elke dezer kroramenbevestigd wordt. 

Bij den cirkel is de vergelijking der raaklijn 

ss' +yy' = r*, 

en die der normaal y 

yx^ — xyi =z 0, dus y = ^x, 

ten blijke dat deze lijn door bet middelpunt gaat. 

Voorde parabool y* == pa?, komt er 

2ydy — pdx = 0. 
Vergel. der raaklijn 

2yi(y— y ï) —!>(«— ^ï) = o, 
of yyi — ^Pi^^^i) = ^' 

Vergel. der normaal 

Piy— yi)4-2y,( — a?i) =0. 
Yoor een willekeiirig punt dezer kromme is 

^_dy__p_ j.p 
^''^ da; 2y 2^ x 
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Uit fig. (1) zal raen wijders voor de lengte der raaklijn , sabtan- 
gens, norroaal en subnormaal^ gemakkelijk de navolgende uit- 
komsten verkrijgen. 

MT = J^ = y v/(l-*-^), PT = ycota, = ?^, 
stn.w ^ dy^^ dy 

cos,(o ^ dx^ ^ ds 

Ten aanzien Tan den snbtangens PTzijde opmerkingbijgevoegd, 
dat hij hier als positîef beschoawd wordt in de rigting der 
negatieye abscissen , zoodat , indien bij de toepassing op eenige 
krorome, deze lijn eene negatieve Tvaarde bekomt , zalks aanduidt dat 
de subtangens in de rigting der positieve abscissen moet uitgezet 
Word en. 

De Toorgaande formules gelden eeniglijk voor de as der.â;. Ver- 
wisselt men daarin a: met y en dx met dy , dan zullen zij de Jengte 
der voorroelde lijnen met betrekking tôt de as der y doen kennen. 
Hare toepassing op elke der drie kegelsnedcn kan geene zwarigheid 
opieveren. 

S 82. Nemen M'ij tbans tôt een ander voorbeeld de cycloide ABC 
{fig, 16), welke kromme, gelijk bekend is,, voortgebragt Tvordt 
door eenig punt A van deiî omtrek eens cirkels , die over eene on- 
bepaalde lijn AX rolt, zoodat deze eene raaklijn aan den cirkel 
omtrek blijft. 

Zij M de plaats van bet bewegende punt , nadat de straal des 
cirkels den hoek JVOilf doorgeloopen , en het punt A den boog^iif 
der kromme beschreven beeft. Alsdan korat de lengte des cirkel- 
boogs MJV met die der lijn AN overeen. Stellen wij den straal 
OM =. r , den veranderlijken hoek NOM = ?> , en de coordinaten 
van het pnnt M ten opzigte der door het punt A gebragte assen 
AX, AY = 30, y ^ dan is het uit de figuur ligtelijkop te maken, 
dat men zal hebben 

X z= AN — NP=z r{ç> — sin.^) («) 

y=:NO — OS= r(\ — co*.ç>,) 
waaruit volgt voor de betrekking tusschen de regthoekige coor- 
dinaten , 

ar=rJ?*m.t?.y— V^(2ry — y*) (/5) 



132 DIFFERENTIAAL-RE&ENING. 

<p ■=. -K stellende , heeft men a? rzi nr , y zz: 2r , voor de coordina- 
ten van den top B der cycloide. 

Is ç> zz: 27r, dan wordt x =z 2f7r =z AC en y z=0. Daar deboek 
f onbepaaid kan toenemen , zal de cycloide uit een oneîndig aantal 
takken bestaan , zoodat er met dezelfde waarde van y , een onein- 
dig aantal verschillende waarden van x overeenstenimen , hetgeen 
ook door de vergelijkîng (/S) bevestigd wordt. 

Veelal is men gewoon het pnnt ^ tôt oorsprong, en de afstanden 
BQ -=. Xj MQ i=z y tôt coôrdinaten van eenig pnnt M aan te 
nemen. Door nain (^) voor y, 2r — x , en voor x, rw — y te sub- 
stitueren, gaat de vergelijking der kromnie over in 

X 

y = rBsinv. — \-V{2rx — ap*), 

r 

en men vindt na differentiatie , 

dx ^ X ^ 

Voor a; zz: 2r , wordt -^zz: 0, en voor jri= 0, -^ =z od. De raakiijnen 
in de puuten A en B staan dus respectievelijk loodregt op AX en 
op BX. Daar wijders 

/2r — x\ V(2rx—x*) RO 

laat zich hierait onmiddelîjk opraaken , dat de raakiijn MT aan 
eenig paut M der kromrae evenwijdig loopt met de koorde BR^ 
waaruit verder volgt, dat de koorde RXf en dus ook de daarmede even- 
wijdige koordç MN, derigting der normaal in dat punt zal aanwijzen. 
De vergelijkingen (a) ten opzigte van ^ ged ifferentiëerd, geven voor 
bet stelsel assen gaande door den oorsprong À , 

dx dy 

-— ziz r(l — C08, ç>) , - - zz: r sin, (p , 

d(p d<p 

<lus — = — : = tg-^ =L V{^ ) , 

dy s%n,<p ^ ^2r — y' 

betgeen met de voorgaande uitkomst overeenstemt. Hieniit vindt 
men verder 
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^ dy ^ ^2r — y^ 
MN=zyV{l+^)=V2ry. 

PN=y^ = Vy{2r—y). 

S 83. De in § 81 voorkomende algemeenc formules voor delengten 
der lijnen MT , MR kannen, door het invoeren van den differen- 
tiaal des boogs A M , welks lengte van eenig bepaaid punt À (fig. 17\ 
geteld wordt, tôt eenen roeer eenvoudigen vorra gebragt worden. 

Men stelle nanielijk deze lengte = <, en late de abscis x met 
PP' zz: A ^ aangroeijen , waardoor AM m ÀM' zz:«4-A« overgaat. 
Trekkende wijders de koorde MM' , dan is 

MM' = m*'-|-Ay»), 



dus 






Indieu na de pnnten M\ M meer en meer tôt elkander nade- 
ren , zullen de verschillen A ^ , A y » A «, tegelijk met de koorde MM, 
oneindig kleinen worden. Hlerdoor bekoraen wij voor de limiet der 
verhouding — , 

Deze laatste liraiet laat zicb aldus bepalen. Trekken wijderaak- 
lijn in het punt M\ snijdende die van het punt M in Q y don is, 
volgens eene bekende eigenschap, de boog MM' <( MQ + M'Q en 
> MM' (*). Wijders heeft men in den driehoek MQ3î\ 



(*) Voor hen die van deze stelling een betoog Tcrlangen , diene het nayol- 
gende : 

Zij abcdef {Jiq. 18) eene gebrokene lijn of een gedeelte van den omtrek cens 
veelhoeks; men vereenige de beide uiteinden door de lijn q/*, en verlenge de 
beide uiterste zijden tôt op hare snijding in h , zoo mede de zijdcn ed en de tôt 
in ^ en ^, dan heeft men de ongelijkheden , 

ah -^liC < àh-\- hc 
ed-\- ch < ffh ^ gd 
de + gd < hy -f- ke , 

"wasmit door optelling onmiddelijk voigt, 

aô + ic + crf -f- rfp -f- p/ < «A -h kf. 
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MM' = MQco8.M + M'Qco8.M\ 
dus MQ'\-M'0—MM' = MQsinv.M+M'Qsinv.M'. 

Gaan nu de drie zijden van dezen driehoek in oneindig kleinen 
over, dan îs zulks met de hoeken M en M' insgelijks het geval , 
vermits de hoek MQM' meer en meer tôt 180® nadert. Hierdoor wordi 
het verschil MQ + M'Q — MM\ en dus, a fortiori, het verschil tus- 
schen den oneindig kleinen boog MM* en zijne koorde , eene oneindig 
kleine van de derde orde , waaruit terslond voigt (§ 9) , dat de ver- 
houding tasschen A« en de koorde MM' de eenheid tôt limiet heeft, 
en de ?ergel. (/) derbalve herleid vvordt tôt deze: 






of ds =z V{dx^+dy^], 

Wij besluiten hieruit , dat , ingeval de regthoekige driehoek MM' M ', 
en dusook de boog itf il! 'oneindig klein wordt , deze door zijne koorde 
raag worden vervangeu. 

S 84. Zie hier nog een ander betoog der zoo even gevondene 
differentiaal betrekking, waarbij nien de leer der oneindig kleinen 
niet behoeft tôt grondslag te nemen. 

Men verlenge de raaklijnen aan de piinten M en M' tôt in de 
punten N' en iV, gelegen op de verlengde ordinaten dèzer beide 
punten, dan zullen, indien de ordinaten der kromme over de ge- 
heele uitgestrektheid des boogs MM' toenemende zijn , de hoeken 
N'TPy NT'P scherp , en dus de hoeken QM'N', QNM stonip 
wezen. Hieruit volgt QN' > QM' , en MM' } NM', dus ook boog 
MM' iMQ + QM' < MN\ en boog MM' yMM' )NM', Trekkende 
nog delijn Mn evenwijdig aan NM', dan is delengte van den boog 
MM' begrepen tusschen die der lijnen Mn en MN' . 

Menmag dus aannemen, dater onder al de lijnen, die uitJRf naar 
eenig op de lijn JV'n gelegen punt, getrokken kunnen worden , eene 
zal zijn, welker lengte juist met die des boogs overeenkome, of 
hetgeen hetzelfde is, dat er op dezen boog ergens een punt m te vin- 
den zal zijn, zoodanig dat het gedeelte tmr der raaklijn in dat punt, 



Door "wijders de zijden des veelhoeks op de Jjjn a/ie projecteren , verkrijgt men 

ab + ôc -^ cd ■+■ de-{- ef > af. 

Deze beide nilkomsten onafhankelijk zijnde van het aaotal zijden de» veelhoeks, 
zullen ook wuar blijven, ingeval de Tcelhoek tôt eene kromme lijn overgaat, 
waardoor dus het gestelde bewez«n is. 



Boog MM' =z/\8 = hy-+ -- '^*3zr + ®"*- 
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l)egrepeii tusschen de verlengde ordinaten MP ^M' P' ^ juist in lengte 
gelijk zij aan den boog MM' . 

Zija nu x, x+kj ar + & de abscissen der panten Jlf, m, M', 
en y=iF{x) de vergelijking der kromme, dan heeft men, s alseene 
fanctie van x beschouwende, volgens de reeks van Tatlor , 

dx 2 dx' 

De hoek begrepen tnsschen de raaklijn van het punt m en de as der 
abscissen, heeft tôt tangens Fi(a?-{-&), zoodat de lengte tr van deze 
raaklijn nitgedrukt wordt door hV{\-{-[F^(x+h)). Stelt men nu 
deze viraarde gelijk aan de lengte des boogs MM\ dan komt er, 
na de vergelijking door h gedeeld te hebben , 

waarin k altijd ^ h is. Deze laatste vergelijking voor ailemogelijke 
waarden van h geldende, geeft voor fc ziz 0, waardoor tevens k 
verdwijnt, terstond de differentiaal betrekking 

£=v'ii+F.v)i=v/(i+g-;). 

Het voorgaande betoog onderstelt stilzwijgend , dat aldcpnnten 
des boogs MM' aan dezelfde zijde der koorde lîggen, of met andere 
woorden, dat er in dien boog gcen buigpunt aanwezig zij. In het 
tegenovergestelde geval , zou men slechts de aangroeijing h zoo veel 
kleiner behoeven te nemen , dat de ordinaat M' P' niet voorbij het 
buigpunt gelegen ware. 

Op grond der zoo even gevondene waarde van het differentiaal 
quotient des boogs 8 als functie van x beschonvvd, kunnen wij 
thans voor de lengten 'der raaklijn MT en norraaal Jl7it/î^. (1) van 
eenig willekeurig punt [x, y) eener kronime, schrijven 

d$ ds 

terwijl men daarenboven, terbepaling van de rigting der raaklijn, heeft 

du dx 

Stn, ùf HZ — — , COS. (O zzz — r-. 

as ds 

§ 85. Laten wij den bock w met zijn diffurentiaal dot toenemen, 
dan stelt deze laatste den hoèk T'QT voor, (/îflf.ï7) welken deraak- 
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lijnen g^aande door twee opvolgende pnnten M, M', dat i8,door de 
uiteinden van den oneindig kleinen boog nf^, metelkandervormen. 
Om na eene nitdrukking voor de waarde van dezen hoek te be- 
komen, differentiëre rnen de vergelijking 

w z=z B. tg. -^, 
as 

ten opzigte van jt, waardoor raen vindt 



l(o 



dj* d*y 



-- î * 



dx , d^y ds 

dus dût •=. — ^. dx 

De oneindig kleine hoek àoty welke beschoiiwd kan worden aïs 
aanwijzende de onderlinge helling der op elkander volgende ele- 
menten eener kromrae, draagt bij de Fransche wiskundigen den 
naam van angle de contingence, 

Beschonweu wij daarentegen den oneindig kleinen boek QMM\ 
begrepen tussehen de koorde MM' en de raaklijn in het pitnt M , 
dan laat zich geraakkelijk bewijzen, dat die hoek de belft is van 
den hoek TQT' of dw , en die hoeken alzoo elkander niet mogen 
vervangen. Imraers, verondersteliende dat de boog ilf ilf' eeneein- 
dige waarde heeft, en zijne beide uiteinden tôt de abscissen x en 
x-{-h behooren, dan zal het vefschil IS' M' tussehen de ordina- 
ten van de raaklijn en van het punt M' der kronime, voordezelfde 
abscis x + hf tôt waarde hebben 

F[x) + hF,{x) — F[x + h)=—^^F^[x + %h), 

ma 

t 

Wijders isde lijn ilfiV'zz: fcwc.w, en stellende den hoek QMM'=e, 
dan geeft de driehoek N' MM' de evenredigheid , 

MN' : M'N' =. co8,{<u — e) ; m.e. 

Derhalve komt er, met weglating van het teeken van N' M' , 

^^2(0?+ xk) COS. (cj — e) 

sin. s ■=. . 

l sec, (o 

Voor een' oneindig kleinen boog MM', gaat h in dx en F^ix-i-ih) 
in hare liraiet F^Cr) of ^ ^ over , terwijl men tevens voor sin.e 
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denhoeke zelyen, en voor cei — e, ù> mag sabstitueren. In datgeval 
Terkrijgen wij alzoo , omdat cot. at = ^ w > 

id^ydx 1 , 
2 ds^ 2 

De Yerhouding der oneindîg kleine hoeken MQT\ QN' M' heeft 
derhalve tôt limiet het getal 2, en hîeraît volgt verder, dat de 
driehoek MQM' als gelijkbeenig besehoawd |pag worden , of met 
andere woorden , dat er tusschen de oneindîg kleine zijden j2Jlf,6Jf' 
slechts een oneîndig kleîn verschil van eene hoogere orde bestaat. 

§ 86. Onder regtiijnige assymptoten verstaat men zoodanige lijnen 
welke den stand der raaklijnen op oneîndig ver verwijderde panten 
voorstellen, en tôt welke alzoo de kromme ineer en roeer nadert, 
zonder die lijnen immcr te kunnen snijden. 

Zij y •=zax+h de vergelijking eener assyraptoot snijdende de as 
der X onder een hoek a, dan is hier a de waarde der liraiet van 

■j^ voor ^ of t/ =2 C3. De kromme meer en meer tôt hare assymp- 

toot naderende, zoodanig dat de overeenkorastige ordinaten van 
beide niinder en rainder van elkander verschillen, zal men voor 
de vergelijking der kromme mogen schrijven , 

y = aa; + b-\- X; 

X voorstellende eene functie van x , die voor toenemende waarderi 
van X, nul tôt limiet beeft. Hiernit volgt nu dat a de limiet aan- 

dnidt van het gebroken -, welke limiet ook in sommîge gevalien, 

zonder difieren(iaal rekening kan verkregen worden. De afstand h 

xdu 

zal alsdan de limiet voorstellen van het verschil y — ax of y p. 

Vindt men hiervoor eene oneindige waarde, te gelijk met eene 
eindige voor de limiet a , dan bestaat er geene assymptoot in den 
gewonen zin, vermîts deze zich op een' oneindigen afstand van de 
kromme zoude verwijderen, 

Indien voororzzics, y = c wordt, dan isa zziO, duslini. (y — ax) 
izzc; de assyraptoot wordt in zoodanig geval eene lijn evenwijdig 
aan de as der x op eenen afstand c. Voor c = 0, zal die as de 
assymptoot zelve zijn. Zulks heeft plaats onder anderen in de Loga- 
rithraische kromme y^za"^ , alwaar y=0 wordt, voor ariiz». 

Heeft men daarentegen x z=: c voor y izz oo , dan is a m: oo ; de 
assymptoot loopt in dat geval evenwijdig aan de as der y , op 
eenen afstand c uit den oorsprong. Voor c := is die as zelf de 



I 
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assjnaptoot, zoo als bijv. io de gel^kzijdige hjperbool xy = 6> , 
het geval îs. 
Nemen wij nog tôt voorbeeld de gewone hyperbool, 

f! _ y' — I 

geveilde f^ = - i/(j?* — a*) , 

a 

dus a = lira.? = lira. ^ v(l — -•) = ±-, 

X a \ x^/ a 

fil » 

en h = lim. (y — ax) = lira. -- j V'(a?* — a*) — arj = 0. 

De beide assymptoten gaan diensvolgens door het iniddelpont, en 
koraen in rigting overeen met de diagonalen van den op de beide 
assen beschreven regtboek. 

De parabool y* = px kan geene assymptoot bebben , dewijl 



7/ *J 

lira.- ziz lim. V'- = 0, maar daarentegen lim. (y — ax) = oo 



X 

wordt. 

S 87« De boog MM' {fig* 17) eener kromme wordt gezegd met 
zijne holle zijde naar de as der or gekeerd te zijn , bij aldien bij ge- 
heel gelegen is binnen den seherpen hoek tussehen de raaklijn aan 
het punt M en die as begrepen. Daarentegen wordt de boog gezegd 
zijne bolle zijde naar de as der x te keeren {fig, 19} , indien hij 
buiten den geraelden hoek ligt. Het analytische kenmerk van elk 
dezer twee omstandigheden laat zich vrij spoedig nit de beschoa- 
wing der beide fîguren opmaken. Imraers, in het eerste geval zal 
de scherpe hoek tussehen de raaklijn en de as derœ gevormd,TOor 
toenemende waarden van x, over de geheele uitgestrektheid des 
boogs afnemende, en in het tweede geval , aangroeijende zijn. 

Dezen hoek wederom at noeroende, zoo volgt uit (S 7) dat de kromme 

hol of bol naar de as zal gekeerd zijn , naar dat -^-^ negatief of 
positîef is. Is nu dy positief te gelijk met dx, gelijk in de fig. 17 

en 19 plaats heeft, dan is ta, w=z -^, en dus -^ z= — -? , zoodat 

^2 dx dx ar* 

het teeken van -r4 hier zal moeten beslissen. Indien echter y 

dx^ ^ 

en dx van ongelijke teekens zijn, zooals in de figuren 20 en 21 , 

Au 

alsdan zal tg, u) door — — voorgesteld worden. Blijkens deze laatste 
figuren zal de kromme hol of hol ten opzigte der as gekeerd zijn, naar 
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dat dé scherpe hoek (o , en dus ook tg.wm — ~ voor toenemende 

dît/ 

waarden van a?, aangroeit of afneemt ; gevolgelijk , naar dat — — ^ 
positief of negatief wordt, of, hetgeen hetzelfde zegt, naar dat 
— ^ negatief of positief wordt, hetwelk wederom hetzelfde ken- 

dx* 

raerk oplevert aïs in de beide eerste fîguren. 

Ligt echter de boog der kromme geheel beneden de as der x, dan zal 
men uit de beschou'wing van daartoe betrekkelijke fignren spoedig 
inzien, dat de beide voorgaandegevallen zicbhier jnist omgekeerd voor- 

doen , en -—^ alsdan positief of negatief wordt, naar dat de kromme 

hare bolle of hoMe zijde naar de as keert. Uit dit ailes kunneu wij 
thans het volgende besloit opmaken. 
Inditn het tweede diffetentiaal quotient -r-^, tusschen de grenzen Xq 

en X| hetzelfde teeken hehoudt als de ordinaat y, zal de kromme 
tusschen die grenzen hestendig hare bol le zijde naar de as der x ver- 

toonen, terwijl^hij tegenovergestelde teekens van y en j-^, de hoUe zijde 

der kromme naar die as gekeerd zal sajn^. 

S 88. Eene kromme MxMM^ (fig, 22) kan gedeeltelijk met hare 
holle en gedeeltelijk met hare bol le zijde naar de as gekeerd zijn. 

Het punt Mf waarin die overgang van krommîng plaats vîndt, 
heet, zooals bekend is , een huig'punt. De door hetzelve getrokken 
raaklijn TT^ moet de kromme tevens snîjden , dewijl het eene ge- 
deelte der kromme zich beneden^ en het andere zich boven die lijn 
uitstrekt. Uit den loop der raaklijnen in beide deelen der kromme, 
zal men gemakkelijk inzien , dat de hoek MTP en dus ook de waarde 

van j- of 'Fi[x) in het buîgpunt M , uit den aard der zakc een 

minimum of maximum moet worden. De eerste omstandîgheid heeft 
plaats, wanncer het gedeelteJVfi^ de holle, het andere gedeelte MM^ 
daarentegen de bolle zijde naar de as keert, en de tweede, in het tegen- 
overgestelde geval , gelijk in fîg, 23 aangewezen wordt. Dcze beschou- 
wingleidt ons , op grondderinde F///^Xtf«onlwikkelde théorie der 
maxima en minima , tôt den navolgenden regtl voor het onderzoek 
van het al of niet bestaan van buigpunten in eenige kromme. 

Men zoeke de waarden van x die aan de vergel. Fj (x) = voldoen , en 
suhstituere die in de functie ^^[x), Behoudt deze hierhij eene eindige 
toaarde^ dan zullen de gevondene waarden van x de absciesen van even 
zoo vêle buigpunten opleveren, Mogt echter l^j(s) bij deze substituiiën 



/ 
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nulwordeny dan zal ook t^(x) moeten verdwijnen, zonder dat sulksmet F^{\) 
het geval worde. In hei aîgemeen^ zal toi het hestaan van eenig huigpunt 
gewrderd worden^ dat aldaar eene der afgeleiden funetien van evene 
orde nul worde^ terwijl de onmiddelijh daaropvolgende een$ positieve of 
negatieve waarde bekome. 

Deze regel onderstelt , even als die voor het onderzoek der maxima 
en minima, dat geene der afgeleidene functiën eene oneindige 
waarde verkrijgt. 

Daar het buigpnnt ook beschoiiwd kan worden als het punt 
waarin het differentiaal-qaotient -7^, van den positieven tôt den ne- 
gatieven toestand overgaat, of oragekeerd , zal zich tevens het geval 

d'au 

kunnen opdoen , dat — voor eenig buîgpont oneindig groot worde. 
Om aïs dan te beslissen of men nit deze omstandigheid tôt het 
aanwezig zijn van eenig huigpunt besluiten raag, hebbe raenslechts 

te onderzoeken, of er in de waarde van -~ eene afwisseling van 

teeken ontstaat^ indien men de bijzondere waarde van a; waarvoor 
zij oneindig wordt, aehtervolgens eene oneindig kleine vermeerde- 
ring en vermindering doet ondergaan. 

nierait vloeit van zelf voort, dat zoodra de afgeleide functie ^2(^)1 
voor aile raogelijke waarden van a? , steeds het positieve of nega- 
tieve leeken behondt , de kromme bestendig hare holle of holle 
zijde naar de as keert, en er dus geen enkel huigpunt aanwezig 
kan (ijn. 

S 89. Wij achten het niet ondienstig hier nog eene andere wijze 
van beschouwing mede te deelen, welke insgelijks tôt de zoo even 
gevonden kenraerken leidt. 

Stellen wij namelijk a? en y voor de coôrdinaten van het huigpunt, 
dan zullen de ordinaten der kromme hehoorende tôt de abscisssen 
a; — hf x-^h, (h naar welgevallen klein genomen) v66r het huigpunt 
kleiner, doch na het huigpunt grooter zijn dan de overeenkomstige 
ordinaten der raaklijn door het punt M getrokken , of ook orage- 
keerd, naar dat het eerste gedeelte der kromme de holle of holle 
zijde naar de as keert. (fig, 22 en 23) 

De ordinaten tip, n^pi der raaklijn hehben tôt waarden, 

y — h Fi(x) , y-\-h F, M , 

terwijl de overeenkomstige ordinaten in de kromme zullen uitge- 
drukt worden door 
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y — h F,(x) -H i F,{:v) — ^^ F,{x — ih), 

y-\^h F,{x) +-- F^ (w) + — F,(x + ih), 

zoo dat het verschil tusschen de ordinaat der kromme en die der 
raaklijn, voor de abscis x -\-h zal zijn 

en voor de abscis a? — h, 

Daarnu die beide verschillen, voor het buigpunt (x, y), van tegen- 
gestelde teekens behooren te zijn, en h altijd klein genoeg kan geno- 
men worden, opdat ^3(0? ± i^) betzelfde teeken behoude als F^(x)f zal 
men zonder moeite inzien, dalF^ix) ^0, eene noodzakelijke voorwaarde 
voor het bestaan van een buigpunt uitmaakt, en F^(x) daarbij eene 
positieve of negatieve waarde moet verkrijgen. 

Voor het geval echter dat deze laatste functie te gelijk met ^2(0?) 
verdwijnt, zuUen de ver.schillen wi'n', mn overgaan in 

2X4 *■'(*) +2-5 ^*(* + •*^' 

ro*'*(^^-2-5^'(— ^'^^' 
waarait op gelijke vvijze te beslaiten is, dat er geen buigpunt 
kan plaats hebben, zonder dat F^{a;) tevens nul zij, en F^ix) eene 
eindige waarde bekome , en dat , in het algeraeen 9 het bestaan van 
een buigpunt verbonden is aan de voorwaarde, dat de eerste der 
hoogere afgeleide functien, die niet verdwijnt, yan eene onevene 
orde zij, juist het tegenovergestelde van hetgeen tôt het bestaan 
van het maximum of minimum der ordinaat y gevorderd wordt. 
De figuur leert ons daarenboven, dat in het gedeelte eener 
kromme, waarvan debollezijde naar de as gekeerd is, het verschil 
tusschen de ordinaten der kromme en der raaklijn, 

F(x + fc) - F(x) - hF,{œ) = j F^[x) + ^ F,{x + ih\ 

steeds positief moet zijn, hetgeen blijkbaar alleen dan plaats kan 
hebben, bijaldien Fi[x) over de geheele uitgestrektheid àes boogs 
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insgelijks positief is. Immers, het tegendeel aaaocroende, endaarliiQ 
onderstellende dat F^(x) êene eîndîge waarde behoudt^ zou men fc 
klein genoeg kunnen neroen, om het verschil 



j{rM+\u=' + i^))- 



hetzelfde teeken als F^[x) te doen verkrijgen , en das negatief te 
maken. 

In geval de krorame de liolle zîjde naar de as keert , aïs wan- 
neer het hier bedoelde verschil negatief wordt, zal het op 
gelîjke wijze blijken , dat F^{x) negatief moet worden , even aïs reeds 
hiervoren opgemerkt is (§ 87). 

Zijn echter voor een bepaald pont der krorame, F^(x) en Fjjc) 
gelijktijdig nul* dan zal, naar dat de kromme in dat punt bol of 
bol is , FJix) en, in het algemeen, eene afgeleide fanctie van eene 
evene orde positief of negatief moeten zijn. 

S 90. Wij zallen het voorgedragene thans toepassen op de drie 
kegelsnederi begrepen in de algemeene vergelijkiog 

Uit deze voigt door differentiatie 

dy p + 2qx 

dx 2}/(pa; + gx*) 

% Vipx + qxi)— Jl±I^!L\^ 

dx* 2(pa7 -j-^iT*) 

— _ P' — P* 



4 (px +qx*)J Ay^ » 

Daar — nimraer nul kan worden voor eene eindige waarde van y, 

en steeds met deze van tegenovergesteld teeken is, zoo wordt ons 
door deze uitkomst bevestigd, dat elke der kcgelsneden met hare 
holle zijde naar de as der x gekeerd blijft , en^alzoo nergens een 
buigpunt kan vertoonen. 

Beschouwen wij de ellips afzonderlijk , en wel in de onderstelling 
dat het middeipunt niet in den oorsprong , maar binnen den hoek 
der positieve coôrdinaten a; en y gelegen zij, dan heeft men, a enfcde 
halveassen, en a en fi de coôrdinaten van het middeipunt noemende. 



(^")'-('-j-o*='. 



dus 
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ày h^ /x — a 



0' /x — a\ 

dx* a* (y— /?)* 

~ ~^\ (y—P)' y â^{y—P)'' 

De waarde van -7^ wordt hier positief of negatief, naar dat y 
\ of ) i? genoraen is , hetgeen dus aanduidt, dat de bovenste helft 
der kromme de holle zijde, het andere gedeelte daarentegen de 
bolle zijde naar de as der x keert. Yoor de parabool en hyperbool 
zal men dezelfde aitkomst verkrijgen. 

Yoor de Cycloide is reeds hiervoren gevonden (§ 82) 

ax X \ X 

derhalve 3-^= ^x(— — 0~^ = yf^~^ — ^n • 

dx^ x^ \ X / xV[2rx — x^) 

Deze kroraroe bezit dos geene buigpnnten, roaar vertoont steeds 
de holle zijde naar de as der x. 

S 91. Ondcr keerpunten bij de kromme lijnen verstaat men zoo- 
danige punten waarin twee verschillende takken eene gemeen- 
sehappelijke raaklijn verkrijgen. Zij worden in twee soorten onder- 
scheiden. Liggen namelijk de beide takken aan verschillende zijden 
der raaklijn , dan heeft men een keerpunt van de eerste soort, zoo 
als het punt if in fig, 24. In het tegenovergestelde geval echter 
wordt het een keerpunt van de tveeede soort genaamd {fig. 24'^). 

Het bestaan van zoodanig punt is gemakkelijk hieraan te erken- 

dv 

nen , dat de waarden van -f voor de twee verschillende takken aan 

elkander gelijk worden , terwijl die van — ^ , bij het keerpunt der 

eerste soort , met ongelijke, en bij dat der tweede soort met gelijke 

teekens zullen aangedaan zijn. In het eerste geval zal dus j^ in 

het keerpunt zelve nul of oneindig moeten zijn. Behalve dien zal 
00k de waarde van x , behoudens het geval vaarin de raaklijn in 
het keerpunt der eerste soort evenwijdig aan de as der y loopt, 
(zoo als onder anderen in de punten À en C der cycloide fig. 16), 
steeds eene grens voor de bestaanbaarheid der ordinaten zijn. 
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Toepassing der voorgaande théorie op het onderzoek 
van den loop en de eigenschappen van eenige 

kromme lijnen. 

§ 92. Tôt de krorame lijoen , waarraede zich reeds de Grieksche 
wiskondigen bezig hielden, behoort ook die welke den naam ran 
Cissoide draagt, en aan Dioglbs wordt toegeschreven. Zij ontstaat 
op de volgende wijze. 

Men rigte door het uiteinde B {fig. 25) der middellijn AB van 
een' cirkel eene onbepaalde loodlijn TT\ en trekke Tervolgens oit 
het andere uiteinde ^ dezer middellijn, lijnen AN naar de genoerade 
loodlijn, snijdende den cirkel omtrek in D. Indien raen nu op de 
lijnen AN overal stukken NM = AD uitzet, dan is de meetkun- 
stîgeplaats van al de punten M eene krorame, welke den naam Tan 
Cissoide draagt. Dezelfde constructie nan beide zljden der middel- 
lijn verrigt kunnende worden , zoo blijkt hieruit dat de Cissoide 
uit twee oneindig voortloopende, en aan elkander gelijke takken 
zal bestaan. Hare vergelijking laat zich spoedig aldns opmaken. 

Men neme het punt A tôt oorsprong en de middellijn AB tôt as 
der abscissen. Trekkende de loodlijnen Dd en JMP op AB , dan is, 
r de straal zijnde, Ad = BP = 2 r — a;, dus Dd = V x (2 r — x). 
De gelijkvormige driehoeken ADd^ AMP geven de evenredigheid 

Ad : Dd = AP : PM 
of 2 r — iF : V{2 r — a;) x -=: x ' y , 



dus 



y^'^iïh.) 



voor de gezochte Tergelijking. 

Zij wijst aan: 1®. dat de kromme twee gelijke takken ter 
wederzijde van de as der x heeft. 2^, dat y en x gelijktijdig nul 
worden , en de beide takken dus door den oorsprong gaan. 3®. dat 
X niet ^ 2r, noch negatief kan zijn. 4^ dat voor a; = 2r, y =zo9 
wordt, zoodat de lijn TV een assymptoot voorstelt. 5^ dat met 
X ^n r, y :=! r overeenstemt , en de kromme derhalve den cirkel- 
omtrek snijdt in een punt m, op 90** afstand van A gelegen. 
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Differeniiêren wij thans de vorenstaande vergelijking , dan vinden 
wij na eene ligte herleiding, 

dy 3r — a; / x \ y /3r — x\ 

diP "7" 2r — on \2r — as/ x \2r — xf' 

du 

In het pant À wordt ~ = 0, zoodat de as ÂB aldaar tevens 

* dx 

raakiîjn is> en dat pant das aïs een keerpunt der eerste soort te 
beschoawen is. In B daarentegen heeft men --- = oo, waardoor 

dx 

het bestaan der assyroptoot nader bevestigd wordt. Van raaxiranm 
of minimum der ordinaat kan hier geene rede zijn, vermits i; = 

dv 

eene grens voor de bestaanbaarheid van y opievert , en -y- dus niet 

dx 

van den positieven tôt den negatieven toestand kan overgaan. 
De waarde van den snbtangens 

dx x{2 r — x) 

^ dy Sr—x 

toont aan, dat men de lengte dezer lijn voor elk punt kan bepa- 
len, door het constraeren eener vierde evenredige tôt de lijnen 
3r — x,2r — xenx. In het bijzondere geval echter van x =: r, 

du y dx f* 

vindt men — ==2, of -— z=. -, De raakiijn in het punt m wordt 

alzoo gevonden , door dat punt te vereenigen met het punt n, geno- 
men op de heift van den straal ÀC, 

Om de waarde van — ^ te bekomen , schrijve men de voorgaande 

vergelijking onder dezen vorm 

X dy ^ r 

y ' dx 2 r — x* 

dan komt er, na differentîatie van elk der leden dezer vergelijking, 

X d^y \y/ dy r 



y dx^ dx ' dx (2 r — x)" ^ 

inaar -=z V( l) zijnde, vindt men na substitutie der waar- 

{';) dy 

den van -^^ en van ^, 

t d'y _ *• ^ (3r — x) _ 3r' 

y'dx^~ (2r — x)^x{2r — x)' 2 r — x x{2r— x)'- 



of 
I. 



d^y _ 3r«t/ 

dx^ x^{2 r — a:)* ' 

10 
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welke formule aaDtoont , dat -- steeds met y hetzelfde teeken zal 

hebben, en de krommc dos bestendig de bolle zijde naar de as 
der aLsclssen keert (§ 87). 

S 93. Beschouwen wij thans de kromme tôt vergelijkîng heb- 
bende 

y' — 3<ixy + rc' = 0, 

bekend onder den naam van bet Folium van Dbsgartes, en welker 
gedaante in fig. 26 voorgesteld wordt. 

Deze vergeHjking van den derden graad zijnde , duidt in de eerste 
plaats aan, dat er met eenige abseis x drie verscbillende ordi- 
naten kunnen overeenstemmen , betgeen eeniglijk varf het al of 
niet bestaanbaar zijn van de drie wortels der gegevene vergelijking 
zal afbangen. 

Voor negatieve waarden van a; gaat de vergelijking over in 

y' + 3axy — x^ ^ , 

waaruit, volgens eene bekcnde eigenscbap der hoogere magts-ver- 
gelijkingen, terstond op te maken is, dat cr met elke negatieve 
abseis slechts eene enkele positieve ordinaat kan overeenkomen , en 
de kromme diensvolgens aan die zijde een* oneindig voortloopenden 
tak zal bebben. Wat den overigen tak betreft, welke zicb in de 
rigting der positieve abscissen uitstrekt, zoo leert ons de verge- 
lijking 

y^ — Saxy -f- ar^ = , 

dat er, voor elke positieve abseis , minstens ééne bestaanbare nega- 
tieve ordinaat aan te wijzen îs , en de kromme dus ook beneden de 
as der abscissen tôt in bet oneindige voortgaat. Of de beide ove- 
rige ordinaten insgelijks bestaanbaar zullen zijn, bieromtrent zal 
ons de formule van Gard anus kunnen inlicbten. Volgens deze na- 

melrjk zijn de drie wortels allen bestaanbaar , zoo lang - a;^ ^ a' of 

s <( a1^ Ji is , waarvan twee alsdan positief zulleh zijn, De grens 
der bestaanbaarbeid voor die beide wortels is dus x = ai^-4, en 
hiermede stemmen overeen y = ai^2 en y = — 2al^2 , waar- 
raede de punten if en il in de figuur overeenkomen. In bet punt M 
vereenigen zicb de beide positieve waarden van y tôt eene enkele. 
Voor X •= Of wordt ook y^ = 0, zoodat de kromme tevens door 
den oorsprong gaat , alwaar drie waarden van y zullen ineen- 
sraelten. Wijders heeft men voor .t = ±00, y = 4:oo; 



TWAALFDE LES. 147 

Door het difierentiëren der gegevene vergelijking , bekomen wij 

dy ay — a?* 
da; y * — aûn' 

De raaklijn loopt dus evenwijdig aan de as der a; in het pont , 
alwaar a;^ := ay wordt. Uit de combina tie dezer be trekking met de 
vergelijking der kromme, vindt men voor de coôrdinaten van dat 
punt a? = 0, y 1=0, en af=za^2, y=:a^A, Er zijn alzoo twee 
punten, waarin de raaklijn den evenwijdigen stand aanneerat. Het 
eerste is de oorsprong 0, en het andere het pont N. 

Voor y* = ax, wordt -7- =r oo. Hieraan voldoen a? = 0, y = 0, 

en a7z=ai^4, y = ai^2. De raaklijn staat das loodregt op de as 
der â7, zoowel in den oorsprong als in het punt M» Het gedeelte 
ONMOder kromme, hetwelk een knoop genaamd wordt, blijft alzoo 
binnen het vierkant op de lijn OP = ol5^4 besloten. 

Œil 

Dat de ordinaat van het punt N alwaar -p- zz=0 is, als maximum 
heschouwd mag worden, wordt door het teeken van — bevestigd. 
Iramers, de voorgaande waarde van -^ differentiërende, in de onder- 

dx 

stelling van ay := ^*, heeft men 

d^y dx . — 2x 



dx^ y* — aa: y> — a^ 

Nu is, volgens de reeds hiervoren gevondene waarden der coôrdinaten 

van het puntiV, y* )a^, dus ^ negatief, ten blijke van het be- 

staan cens maximums. 

Men kan eveneens aantoonen , dat de waarde van y = 0, een mi- 
nimum der ordinaten voorstelt. Te dien einde schrijve men de zoo 

«> 

d^y 



even verkregene uitdrukking voor -— onder den vorm y* , en 



dx^ a — 



X 



y dy , diy 2 

omdat voor a? = 0, en y = 0, - = -- = is, komt er --J = -, 

' '^ X dx dx* a 

zijnde eene positieve waarde. 

In het punt M daarentegen kan de ordinaat niet als maximum 
noch minimum in den tak ONM heschouwd worden, en wel uithoofde 
07 = a 1^4 eene grens voor de bestaanbaarhcid der positieve ordi- 
naten oplevert. 

Het onderzock ofdekromme eenige assymptoot bezit, is niet moeijelijk. 
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Uit de vergelijking. 

y» 3a y _ _ 



blijkt dadelijk, dat voor a?=:oD, " tôt liraîet heeft — 1, terwijl 



3a?? 



y—^-r- = y + ^ = — 



dx ^ a?* — iry-i-y* . y , y^ 

j 1 — - 

X X* 

tôt limiet bekomt — of — a, zoodat er werkelijk een assymptoot 

VV aanwezig is, tôt vergelijking hebbende 

y + a?-|-a = 0, 

en de beide negatiere eoordinaten assen snijdende in de punten A 

en B, elk genomen op den afstand a nit den oorsprong. 

S 94. De kromme lijn tôt vergelijking hebbende 

sin» X 
y = o— — . 

X 

waarin x aile waardén verkrijgen kan tusschen — oo en oo, bestaat 
blijkbaar uit twee aan elkander gelijke takken, die zieh ter weder- 
zijde van de as der y tôt in het oneindige nitstrekken. 

Men heeft namelijk voor a: = , 



~2' 



X = ±7r, 



y 




2a 




y 




TT 


> 


y 


"^"^ 


0. 


2a 


y 




~ 


3k 


y 




0. 




enz. 









X , 

a? = ±2^, 
enz. 

waaruit blijkt, dat elke tak een oneîndig aantal raalen om de as 
der X kronkelt, en meer en meer tôt dicS as nadert , gelijk znlks 
in fig, 27 wordt aangewezen. Daar nu voor a:zzzco, y =z 

wordt, en dus - nul tôt limiet heeft, volgt hieruit tevens de op- 
merkelijke eigenschap, dat de gemelde as eene assymptoot der 
kromme is, en tevens door deze in een oneindig aantal punten 
gesneden wordt 

De waarde van het eerste differentiaal-quotient is 

dy 1 X cos, X — sin. x 

^ -= a* 



àx 



7* '• 
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De raaklijn loopt eveawijdig aan de as der x in al die punten 
welker abscissen wortels zijn der vergel. xz^tg.x. Yoor ^=0, 

gaat de waarde van het voorgaande gebrokcn over in --. Na diffe- 
rentiatîe van teller en noemer , vindt men eehter terstond nul voor 
de gezochte waarde ^ zoodat de top A mede toi de punten behuort, 
alwaar de raaklijn de gemelde rigting heeft. De wortels der verge- 

lijking xz=:tg,Xj lîggen noodzakelijk tusschen n en —, tasschen 

57t 2 



29r en — enz. , gelijk zulks door de figaur bevestigd wordt. 

Differentiërende de waarde van — in de onderstelling dat deze 
gelijk nnl zîj, korot er 

d^y asin, x 

ten blijke, dat de ordinaten in de voormelde punten beurtelings 
maxima en rainima zijn. 

Uit de gedaante der krorarae is reeds het bestaan van buigpanten 
in elk der deelen, die door de as der abscissen van elkander ge- 
seheiden ^orden, op te merken. De vergelijking. 

d*y * (2 — a?*) iin, x — 1x eos. x i ^ 

^ = «1 1 = 0. 

welke de daartoe betrekkelijke waardeii van x raoet doen kennen , 
toont aan, dat deze de wortels zullen zijn der transcendentale vergel. 

2x 

2x 

of X z=z B,tg» 



2— j;»' 
S 95. De krorarae lijn 

y4_96aV + 100a*^» — ar* =0 . . . . (I) 

wier loopin/î^. 28 voorgesteld wordt, levert eenige bijzonderheden 
op, welke haar onderzoek niet onbelangrijk maken. 

Lost men die vergelijking ten aanzien van y op, dan vindt racn 

y = ±V\ÂSà^±V{x^—l00a^x^+23OAa^)}. . (2) 

De krorarae wordt blijkbaar door de beide assen in vier syme- 

trieke deelen verdeeld. Zij zal voor eenige waarden van x, vier 

ordinaten, die twee aan twee van gelijkegrootte doch van versehlN 

lende teekens zijn, kunnen opleveren. Stelt roen x = 0, dan 

volgt uit (1) 

yt(yt—d6a^)=0, 



I 
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gevcnde y = 0, en y = ±4a|/6. Op gelijke wijze komt er, door 
y = te stellen , x =z en a7z=i±10a. Diensvolgens gaat de 
kromrae door den oorsprong; zij snijdt daarenboven de as der x 
in twee punten 6^ en (r' op den afstand 10a van den oorsprong , en de 
as der y in twee panten / en /', op den afstand Aa\/6 van den oor- 
sprong verwijderd. 

Schrijft men de waarde van y onder dezen vorra 

y = ±\/\ 48a« ±i/(a;— 6a) (x+6a) (or— 8a) (^+8a) j , 

dan blijkt hieruit: 

P. dat y :=z i^aV'S wordt, zoowel voor x =: +6a,als voor 
a? = it 8a, welke abscissen door de lijnen OE, 0E\ OF, OF' aan- 
gedaîd wordeu. 

2^. dat van x zzz tôt a; = ±8a, met elke abscis vier ordinaten, 
die twee aan twee slechts in teeken versehillen, zullenovereenstemmen. 

3^ dat zulks eveneens plaats vindt voor de abscissen, begrepen 
tasschen a? =z + 8a en a; ^ ± 10a. 

A^, dat aile vier ordinaten onbestaanbaar worden , van x=:z!r6a 
tôt a? = + 8a. 

5®. dat met x^zz^lOa^ zoowel y = als yzzz-^j^AaVQ over- 
eenstemt, waaruit blijkt, dat de punten B, I en L^ even als de 
tegenoverliggende H\ /', X', even ver van de as der abscissen 
verwijderd zijn; en 

6^. dat de kromme voor aile waarden van x tasschen ± 10 a en 
+ 00 , slechts twee bestaanbare ordinaten oplevert , en zich diens- 
volgens aan beide zijden tôt in het oneindige uitstrekt. 

Wil men de kromme naaawkeurig met behnlp eener schaal 
door panten constraëren , zoo stelle men a = 1 , en berekene ver- 
volgens eene tafel van de onderscheidene waarden van y voor 
x z=z 1,2, 3, enz. 

Om de rigting der raak lijnen in eenige voorname panten te be- 
palen, difFerentiëre men de verg. (1), waardoor men verkrijgt 

dy x^ — 50a* J7 



dx y 3 — 48 a* y 



(3) 



Hieruit blijkt, dat ~ nul wordt, zoo voor :r=0 als voor x =5aV2. 
De tweede waarde van^? kan echter niet in aanmerking komcn,dewij1 
zij y y en dus ook —- onbestaanbaar maakt. 

Bcpaalt men zich alzoo bij x =z 0, dan heeft mon y i=: en 
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yz=:±Aa\/6. De eerste doet j- overgaan in -. Omde waarde A; van 
dat gebroken te bekomen , heeft men , na diflbrentiatie van teller 

en noemer 

_ 3^»— 50a» 

— (3yj_48a»)fc' 

50 5 2 

dus voor arz=:0, en ynzO. k^=z—, fcz=:±-}/^. 

In het pnnt snijden dus de raaklijnen de as der abscissen onder 

6 2 
hoeken , welker tangenten nitgedrukt worden door zt: 7 V^«>eu alzoo 

weinig van 45® verschillen , welke ook degrootte der Hjn a moge zijn. 
De punten J, /', voor welke y = + 4a 1/6, zijn alzoo de eenige 
alwaar de raakiijn evenwijdig aan de as der abscissen gerigt is. 

De waarde van -j- wordt oneindig, voor y = 0, en y =3 4a}/3. 

Daar echter x zrz , ena? = +10a met y = overeenstem- 
men, gaat — în het eerste geval over in - , en verkrijgt de reeds 
hiervoren gevondene waarde, zoodat ~ eeniglijk voor y = AaV^ 

dX 

en voor x z=z + 10a oneindig kan worden, en met deze eerste waar- 
den stemraen overeen ^ = Hh 6a, en ar^z + Sa. Het zijn mitsdien de 
tien punten -4,-4 ',(7, C,(r, B,B\ D,D\G\ welker raaklijnen eenen 
loodrcgten stand op de as der x bekomen , zoodat het middelste 
gedeelte der kromme door de raaklijnen ^-4', -9^', begrensd wordt. 
Differentiëren wij thans de vergelijking 

dy ^3 — 50a* ^ 

di ~ ^^CZiÔ^i^y ^ ^ 

in de onderstelling van x=iO, en yz=:±4a}/6, dan komt er 
d^y _ 3j;» — 50o» _ —50a' _ 25 

Deze uitkomst leert ons, dat de ordinaat in het punt / het eenige 
positieve maximum, en die in het punt f het eenige negatieve 
maximum voorstelt. 

Ter bepaling van de assymptoten , heeft men , stellende voor j; = oc 
en yzzzoo, 

l/x*— 50a* \ 1 

dus p zr: 4: 1. 
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Wijderâ heeft men 

dx y» — 48a*y y y^_ ,»«* 

Voor j; = 00 en y =: oo , wordt 



lim.(y-a;^j = 0. 



{*) 



£r is derhalve een stelsel assymptoten aanwezig, gaande door 
den oorsprong, en*snijdende de as der abscissen aan beide zgden 
onder hoeken van 45^. 

Bij het onderzoek naar het bestaan van buigpanten, kunnen wij 
aidas te werk gaan. 

Schrijven wij de verg. (3) onder dezen yorm 

(y» — 48(l«y)-^ = x^ — bOa^x, 

en diffèrentiëren wij haar twee achtervolgende maleo , dan komt er 
(y«-Ma»y)g, + (3y»-i8a»)/^y =3*»— 50a» . . 

(y.-*8a«y)g + 3(3y»_48a«)|g + 6y(|)*= 6. . (5) 

dy 
Door het elimineren van -r- verandert de eerste dezer vergelijkin- 

gen, na — = gesteld te bebben, in deze 

(3a?* — 50o*) (y3 — 48a*y)« — (3y» — 48a«) (a?» — 50a>a?)> =0, 

welke , met de vergelijking der gegevene kromme gecombîneerd , 
de coôrdinaten der baigpnnten zal doen kennen. Wij zul- 
len echter dat onderzoek , Mregens de omslagtigheid der eind- 
vergelijking, niet verder voortzetten, maar ons enkel hierbij bepalen, 
oni aan te toonen, dat de kromme in den oorsprong werkelijk een 
baigpunt heeft. 

Stellen wij namelijk x en y elk =0 in de verg. (A), danneemt 

de daaruit afgeleide waarde van ^—^ den vorm - aan. Doeh in die- 

zelfde onderstelling herleidt zich de vergel. (5) tôt 

H4a»^^ = 0, 
dx dx^ 
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» 

©n aangezien -j- in den oorsprong = V-j^ bevonden is , mogen wij 
hieruit besloiteoy dat in dat punt--| ==: wordt. Er blijft thans 
nog overig de waarde van -r^. te onderzoeken. Voor a? = 0, y =0 
en ^ =0, geeft de vergel. (5) insgelijks voor — den onbepaaN 
den vorm •-. Doeh deze laatste in dezelfde onderstellingen differen- 
tiërende, vindt men gemakkelijk 

_192a4^f^-|-6(^y=:6, 
ax ax^ \dx/ 

waaruit men eene eindige waarde voor — - afleîdt, ten blijke aîzoo 

dat het punt een baigpunt der krorame is , en deze dus door de 
raaklijnen van dat punt gesneden wordt. Overigens toont hare 
symetrieke vorm genoegzaam aan , dat er in elken der twee van 
elkander gescheiden takken nog twee buigpanten, ter wederzijde van 
de as der abscissen gelegen, zuUen aan te wijzen zijn. 
§ 96. De kromrae lijn tôt vergelijking hebbende 

à^x 

bestaat {pg, 29) uit twee aan elkander gelijke oneindig voortioopende 
takken , waarvan de een zieh boven het positieve deel van de as 
der X y en de andere zieh beneden het negatieve deel dezer as zal 
nitstrekken, uithoofde ^ en y gelijktijdig vàn teekeu veranderen. 
Voor a? 1= en a? = 00 , wordt y rz: 0. De kromme gaat dus door den 
oorsprong en heeft de as der x tôt assymptoot. Het is niet moeijelijk 
eene meetkuiistige constructie aan te wijzen, ter bepaling van de 
met elke gegeven abscis overeenkomende ordinaat. 

Het diffèrentiaal quotient van y opmakende, vindt men 

dy a*(a* — x^) 

Stellende hier in xz=zO, korat er ~ = 1. De raaklijn QiQ in het 

punt snîjdt dus de as der x onder een hoek van 45®. 

De subtangens PT voor eenig willekeurig punt M, heeft ipt 
waarde 

dx a^x (a*+^*)* a;(a*+a?») 

^ dy a^ + x^ aHa*— a?*) a*— jî» ' 

en kan insgelijks gemakkelijk door constructie bepaald worden. 
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Voor 07 = 00 wordt -/ = , zoo al» het besfaan der assymptoot 

d 

vordert. Behalvedienheeftmen -p = 0, in de panten iV en iV*, 
welke tôt de abscissen âp=a,en â;=— -a behooren. Aldaar is 

dy 

de ordinaat blijkbaar een maximum , vermits — voor ar = ± (a — â) 

eene positieve , en voor x-=±(a-{'â) eene negpatieve waarde ver- 
krijgt. Zalks wordt nog bevestigd door x in functie van y uit te 
drukken. De yergelijking der kromme geeft te dien einde 

X . . — 

2y 

Hieruit blijkt Tooreerst , dat er met dezelfde positieve of nega- 
tieve waarde van y, twee verschillende positieve ofnegatievewaarden 
van X overeenstemraen. Wijders dat y geene grootere waarde dan \ a 
kan hebben, als wanneer x=za wordt. 

Uit het tweede differentiaal qnotient 

d»y _ _ i 2x Ax{a^ — x*) 

_ _ 2a^x{3a^—x^) 

d*u 

leeren wiî dat -r^ nul wordt , zoo wel voor ar = , als voor 

*'■'** à*y 

x=:±aVS f en daar — te gelijk met x van teeken verandert, 
volgt hieruit^ dat er in den oorsprong een buigpunt bestaat, het- 
geen ook reeds uit den stand der raaklijn Q^Q, ten aanzien van de 
beide takken der kromme, wasop temaken. Wat de tweede waarde 
van X betreft , zoo blijkt uit de teeken- veranderîng van — voor 

X < aVS en X y a 1/3 , dat de kromme tusschen a? = en x^± ûl/3 
de holle zijde , en voor grootere waarden van x , de bolle zijde 
naar de as keert. Derhalve bestaat er in elken tak nog een tweede 
baigpunt U overeenkomende met a; =z ± oV^ > hetgeen mede beves- 

d^y 

tigd kan worden, door het opmaken der waarde van — ^ in de onder- 

stelling van 3a* — a?*z=zO. 

§ 97. Indien twee takken eener kromme zich snijden of raken , 
wordt het gemeenschappelijke snîj- of raakpunt een duhhel punt 
genaamd. Van dien aard is bijv. het punt van fig. 28. Zijn 
er drie takken, die in dat geval verkeeren , dan verkrijgt het punt 
den naam van drievoudig punt enz. Het is klaar, dat met de abscis 
X van zoodanig punt twee of raeer gelgke waarden van y zullen 
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moeten overeenstemmen, zonder dat die abscis eene grens der be- 
staanbaarheid Tan y worde; terwijl de waarden van •— mede aan elkan- 

dx 
der gelijk of yerschillendc zullen zîjn ^ naar dat de takken zîch 

raken of snijdea. De punten en A der krorame van fig, 30, 

welker vergelijking îs 

y* + 2a?*y* + 3?* — Qaxy^ — 2ax^ -f- 2a^x^ = 0. 

en behoorende tôt de abscîssen ^ = 0, ^ = a zijn insgelijks dubbele 

punten. 

Daarentegen is het pant der kramme 

y* -f- a?* + 2ay» — 2hx^y = , 
in fig. 31 voorgesteld, een drievoodig punt. 

Bovendien yertoonen zich bij de beschou^ing der krorame Hjnen 
nog enkele punten , welkeden naam van a/i/^zonderd^ punten dragen; 
zijnde de zoodanigen , die niet tôt de krorame lijn zelve behooren , 
doch welker coordinaten aan de gegevene vergelijking tnsschen x 

en y voldoen , ofschoon de betrekking ^^ voor dat punt onbestaan- 

dx 

baar wordt. Aldus zai de pool A der conchoide {fig. 32) een afge- 
zonderd punt zijn f ) , want stellende 

AO=a, 0B= OB' = b, PM = x, OP = y, 
dan wordt de vergelijking der krorame 



X 



en ofschoon nu, in de onderstelling van b (^ a ^ x = b eene grens 
is voor de bestaanbaarheid der waarden van y , zullen echter de 
coordinaten x=i — a en y = 0, welke die van het punt À zijn, aan 
de voorgaande vergelijking voldoen. £ven zoo zal de oorsprong een 
afgezonderd punt zijn in de krorame y = x y(^* — a*). Het diffe- 
rentiaal quotient -f zal ook in de eerste krorame onbestaanbaar 

bevonden worden voor x-=: — a, en in de tweede, voor a; zzz 0. 

S 98. Indien in eenige krorarae y =z f(x) , de waarde van y voor 
ar zzz a plotseling van het bestaanbare tôt het onbestaanbare of om- 
gekeerd, overgaat, wordt het punt, tôt die abscis behoorende, een 
eindpunt genaarad. In de krorame lijn y z= r-r b.v. zal de oorsprong 

l[x) 



{*) Deze kremme, welke uit twee Terschillende takkeo bestaat, wordt gecon- 
strueerd door uit eenig punt A, op gegeven afstand der as Y' Y gelegeu, lijnen 
AM te trekkcn , snijdcnde die a» in R , en vervolgen» overal twee gelijke afstanden 
RM RM' van bepaalde tengfe 1er wedernjde van het punt R uit te ictten. 
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een eiodpant lijn, dewijl x niet n^atief kan genomen worden 
zonder y onbestaaabaar te maken ; en zalks zal eveneens het geval 
ziJQ bij de kromme lijn y = œ l(x) . 

De bijzondere panten der kromme lijnen , welke wij onder ver- 
schillende benamingen in deze les bebben leeren kennen, worden 
in het algemeen genoemd merkwaardige panten (points $inguliers), en 
zulks uitboofde de loop der kromme, onafhankelijk van den aange- 
nomen stand der coôrdinaten assen , in die punten eenige bijzonder- 
heden yertoont» welke aandacht verdîenen. 

Ter verdere oefening onderzoeke men thans de navolgende krom- 
me lijnen, welker constrnctie wij hier als bekend onderstellen. 

V. De Logistica of Logarithmische kromme ; 
2^. De Quadratrix; 

3^ De Cabische parabool y* = — ; 

4^ De kromme tôt vergelijking hebbende 
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Beschouwing der kromme lijnen volgens hare 

poolvergelijking, 

§ 99. De théorie in de beide voorgaande lessen ontwikkeld en 
door Toorbeelden toegelicht, had eenîglîjk betrekking op bet ge- 
braik van een regtboekig coôrdinaten-stelsel, bij bet onderzoek 
naar de eigenscbappen yan kromme lijnen. Bebandelen wij tbans 
bet geval, ivaarin deze door bare poolvergelijking gegeven zijn. Het 
is bekend , dat voor sommige kromme lijnen de poolvergelijking een' 
raeer eenvoadigen vorm aanneemt dan die op de regtstandige coôrdi- 
naten, als wanneer bet verkieselijk wordt bare eigenscbappen met 
behnip van bet polaire coôrdinaten-stelsel op te sporen. 

Zij dan % z=. f{^) of J(*, çp) = de poolvergelijking voor eenige 
kromme ÀM {fig- 33), waarin P den pool, MP = x den voerstraal 
van eenig pnnt Jf , en $? den boek MPX voorstelt, welke deze lijn 
met eene door den pool getrokken onveranderlijke as PX vormt. 
De stand der raakiijn MT ten opzigte van den voerstraal MP laat 
zicb gemakkelijk door de navolgende beseboawing nit de fîguar 
bepalen. Zij M^ een pnnt op een* oneindig kleinen afstand van M 
genomen, dan is de boek MPM' ■=. dç> en M'P = « + d«. Trek- 
kende na uit P met PM als straal bet cirkel-boogje Mm = xdç>, 
dan is M'm = dz, Zij ^ de boek PMQ tasscben den voerstraal en 
de raakiijn begrepen. In bet drieboekje MM'm^ betwelk als regt- 
boekig in m bescbonwd mag worden , beeft men dx = xd^ X tg mMM' . 
Maar deze laatste boek voor bet complément van den boek ffi kon- 
nende genomen worden , zoo volgt bieruit 

xdç> 
dz = xd^xcot, ^, of 1^^ = -— , . . . (1) 

ax 

welke vergelijking dienen kan , om de rigting der raaklijnen te be- 
palen. 

De boek <p zal altijd scberp wezen , zoo lang dx en dç> met bet- 
zelfde teeken aangedaan zijn , en dus de voerstraal x te gelijk met 
den boek ç> toeneemt^ betgeen in de figuur aangenoroen is. In bet 
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tegenovergesleldo geval verkrijgt tgip eene negatieve waarde , waar- 
door de hoek (p stomp wordt. (Zie fig. 34.) 

De forin. (1) laat zich ook, ofacboon op eene minder eenvoudige 
^ijzé» aidas bewijzen. Noemende <p' den hoek MQX tusschen de 
raaklijn en de as der hoeken PX, zoo is 

^ — t 

^=^'-<p dusw = y~y :^ ^ ""^ 

CLX 

co». q>ày — 8xn. q>dx 

COS. çdx + iin. çdy 

SchriJ vende nu hierin voor dx en dy de in $ 76 voorkomende 

waarden in funetîe van de coôrdinaten z, ç> en hare differentialen, 

te weten 

dx =: C09. ydz — X Hn. <pd<p , 

dy = nn. <pd% + % cos. ç>d^ , 

dan zal men voor tg<p dezelfde formule als voren terugvinden. 
Wijders volgt nog uit deze laatste 

idç> z 



sin* (p = 



COS. fp = 



dz 
dz dtp 



Men steDe den boog ÀM :=z s, dan volgt uit het regthoekige 
driehoekje MM' m, wanneer men de koorde MM' door het boogje 
ds vervangt (§ 83), 

ds^ = «»d^* +dz^ , 

ds ,f . d%^\ 

en hîerdoor gaan de waarden van nn. ip en cos.fp over in deze meer 

eenvoudige y 

dq> dz 

i%n,ip = z—- j C08. (p =. ---, 

ai ds 

welke ook regtstreeks uit de beschonwing der fîguur waren af 
te leiden. De voorgaande waarde van ds^ had insgelijks kunnen 
opgeroaakt worden uit die voor de regtstandige coôrdinaten 

ds^ = dx^ +dy2, 
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"wanneer raen namelijk hierin Yoor dx en dy hunne hiervoren op- 
gegevene nitdrakkingen îd fanctiën Tan x en ^ sabstitueert. (*) 

§ 100. Zij MR de normaal van het pant itfeniîrde loodlijnAJ 
op den Toerstraal , elkander in R snijdende , en voorts PiV^loodregt op 
de raaklijn getrokken. Uen zal thans Yoor de lengten der in de 
figuur getrokken lijnen y die met de rigting der raaklijn in verband 
staan, geniakkelijk de navolgende waarden bekomen. 

Raaklijn MT = xsec. <fi = xvU'^f + l) =* ^. 

^^ dz ^ dz 

Sabtangens PT =z ttg<p =. z^^ . 

dz* ds 

Normaal MR = i cosec. (fr z=. i/(«* + -—.A z=: — . 

^ rfç>2 / d^ 

dz 
Subnormaal PR = xcot, ^ =z -- . 

dç> 

z^ d0 

Loodlijii PN = z 8in. ^ = r-r- = ** ^- • 

Van al deze lijnen heeft de sabnormaal PR de eenvoudigste nit- 
drukking, zoodat bet in Tele gevallen yerkieselijk zal zijn zieb van 
deze laatste tôt bet trekken der raaklijnen te bedienen. Men kan 
bierait onder anderen terstond opmaken , dat voor aile kromme lijnen 
begrepen in de Tergelijking 

z z=z aç) + 5 , 

waaronder terens de spiraal van Archimedes behoort , de subnormaal 
eene stand vastige waarde vèrkrijgt. 



{*) Beie bewerking kan het gemakkelijkst geschieden door gebruik te maken 
van de navolgende betrekkingen tnsschen de regtstandige en de polaire coôrdina- 
ten , te weten 

Elk denelve differentiêrende , komt er 

e-^^—^^dz-^zàçl^—l) = dar — ifyl/— 1, 
vraaruit , na vermenigYuMiging deier beide vergelijkingen, onmiddelHjk volgt 

dz* -h z*d(p* = rfr» H- dy* = ds*. 
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In fig, 34, alwaar dz en dç> van tegengestelde teekens zijn, znl- 
len ook de lijnen PR en PT van teekens veranderen/ en eenen 
tegenovergestelden stand aannemen. 

Indien er eene assymptoot aanwezîg ïs, inoet de voerstraal z voor 
eene eindige waarde van $? oneindig worden. Deze voorwaarde is 
echter niet voldoende. De assymptoot moet daarenboven op eenen 
eindigen afstand van den pool venvijderd zijn, of hetgeen hetzelfde 
isy de loodlijn PiV moet , voor toenemende waarden van z , tôt eene 
zekere limiet naderen. Voor de waarde dezer loodlijn is hiervoren 
gevonden , 

dq> 

«» ' dz 



Daar nu bij het evenwijdig v^orden van de raaklijn met den voer- 
straal, de hoek (p en dus ook z--- yer^wijnt, herleidt zieh de voor- 
gaande waarde der loodlijn tôt z^-r- , zijnde de lengte van den 
subtangens PT, hetwelk ook nit de fîguar was op te maken, dewijl 
de oneindige voerstraal alsdan eene rigting bekomt loodregt op PiV. 

Hct onderzoek naar bet bestaan van assymptoten komt derhalve 
hierop neder. 

Na de waarde van ^ bepaald te hebben, waarbij z oneindig groot 
wordty substitnere raen die in de waarde van den sabtangens 

jB*-—, en onderzoeke vervolgens of deze lengte voor js = od eene 

as 

limiet toelaat. Bekomt men bierbij eene eindige uitkorast, dan 
mag men tôt het bestaan eener assymptoot beslaiten. Vindt men 
voor deze limiet nal, dan is de oneindige voerstraal zelf de as- 
symptoot. 

S 101. Wij znllen tbans eenige voorbeelden ter toepassing laten 
volgen. ^ 

\,^ De spiraal van Abchimboes js = af of s = ^^^ indien r de 
lengte van den ifig. 35) voerstraal voorstelt, nadat de boek q>, Z^Q^ 
doorgeloopen beeft. Hier is 

dz r ^ dç> 

I 

De tangens van den boek tasscben den voerstraal en de raaklijn 
blijkt derbalve overal gelijk aan de lengte van den boog ç> voor den 
straal 1 te zijn. De subnormaal beeft daarentegen voor elk pnnt 
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der kromme eene standyastige waarde, gelijk reeds in de vorige § 
is opgemerkt. ' 

De as der hoeken is tevens raaklijn in den oorsprong. Bij toene- 
mende waarden van fp verkrijgt de raaklijn meer en meer eene 
rigtîng loodregt op den voerstraal. 

Voor assymptoten is deze kromme niet vathaar, dewijl % gh <p 
gelijk tijdîg in het oneindige toeneraen. 

2.<^ De logarithmische spiraal % = a^, (/î^. 36) 

^=a«'/(«)=*K«) ^- * 



dfp dx l[a) 

De raaklijn en de Toerstraal vormen dus overal denzelfden hoek 
raet elkander, terwijl de subtangenten , norraalen enz. evenredig 
aan den Yoerstraal toeneraen. Ook hier zal evenmin eene assyrap- 
toot kannen aanwezig zijn. 

3.<* De hyperbolische spiraal «ç? = a, {fig. 37) 

dz a ** , '^^ * 

dç> ç>^ a ' dz z 

Voor toeneraende waarden van z , nadert de hoek (p meer en meer 
tôt 180^ en voor toenemende waarden van f>, verkrijgt de raaklijn 
eene rigting minder en minder afwijkende van de loodlijn op den 
voerstraal. , , 

Daar nu voor?> = 0, jk = od, en -^ z= — a wordt voor aile 
panten der kromme, blijkt hieruit vooreerst, dat de snbnormaal, 
even als bij de spiraal van Archimedes, overal van standvastige lengte 
is, en ten tweede, dat de kromme eene assymptoot NN' heeft, 
evenwijdig aan de as der x op eenen afstand a uit de pool. 

4.® De ellips en hyperbool 

6* ô" p 



^ I H — COS. 

a 

Voor de ellips is ifc < 1, en voor] de hyperbool ft > 1 ; zijnde hierbij 
de pool in een der brandpunten genomen. 

dz pfc m. ç? &«* wn. (p 

dç> (1 + * C08. (pf p ' 

zdç p z^d^ p 

dz kz sin, ^ dz k sin, <p 

I. 11 
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Voor ç> = enç> = ^r, wordt ^^ zz: 90*. Voorco*. ç» = — j izr , 

wordt z in de hyperbool oneîndig groot, en 

ten blîjke , dai elke tak dezer kromme eene assymptoot heeft, snij- 
dende de eerste as onder eenen scherpen hoek, tôt cosinus heb- 

bende -, en gelegen op eenen afstand b nit de pool, hetwelk 

met de bekende eigenscbap der hyperbool overeenstemt. 

Het is gemakkelîjk te bew^zen, dat de raaklijn'in eenig pont der 
ellips of hyperbool met elk der naar de beide brandpanten getrok- 
ken Yoerstralen gelijke hoeken maakt. Imraers, noemende %\ ^' 
de polaire coôrdinaten Yoor eenig pnnt der ellips, indien de pool 
naar het andere brandpant overgebragt wordt, dan Terandert de 
pool?ergeIijking in 

,' = ^ = p , 

a — ecos.ç>' 1 — kcùi.f'^ 
dus —1-7- = — TJ—- — /• Maar z'sin, ç>' = jcm.ç^ zijnde, zoo yolgt 

az K» 8%n. g> 

hieruit — rr- = 7-. De hoeken ^ van versehillende zijden der 

dz' dz •' 

raakiijn geteld, zijn das even groot. Bij de hyperbool daarent^en 
zal raen hebben 

z -=. 7, 

a + e cot> <p 

dns — TT = -7- f zoodat de raakiijn den hoek tussehen de twee 

dz dz 

yoerstralen begrepen midden door deelt. 

S 102. Het kenmerk voor het bestaan yan baigpanten is onder 
anderen af te leiden nit de reeds in § 88 aangeyœrde eigenscbap , 
dat de hoek tussehen de raakiijn en de as der abscissen begrepen, 
in een buigpunt der kromme steeds een maximum of minimum 
wordt. Stellende alzoo dezen hoek = w , dan is «i» = f + ç^ en 

dns -r- = 1 +:r"» waarbîj de hoeken at en ^ als functiën yan den 

dg> dg> 

hoek ç> worden beschouwd. 
De voorwaarden tôt het bestaan yan eenig buigpunt zijn derhalve deze : 

t'^^'^'^S^"*'? P""''*'^^ ""^ negatief. 
Wij kunnen die kenmer^en nog op eene andere wijze uitdrukken, 
door namelijk de coôrdinaten 2, ^ en hare differentialen hierbij 
in rekening te brengen. 
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Te dien einde heeft raen 



DerhaWe df^ = -;^, = / — — — jàf , 



1-H 



jfidq»* 



dz^ 



dot , d^ ds^^dz^ — zd^z «*ifc»* -f- 24x> — zd^z 
en -- = 1 4- _ = _ :=: , 

dç> dç> ds* di* 

Aïs Toorwaarde tôt het bestaan yan baigpunten wordt dus ge- 
vorderd, dat 

ds^+dz^—zd^z 



ds* 



= 0, 



2dz* zd^z 
ofwel.dat ,. + ___ =Oxij (1) 

Differentiërende thaos de vergelijking 

zd^x 



V d<p/ dq>^ dç>* 



2 



dç> 
in de onderstelling van -r- == — 1 , dan komt er 

â^(p ds^ ^ dz Sdz â^z zd^z 
dç>* df* df df> dç?* dç>^ 

ds 

Daar na de factor ~- niet nal worden kan , beslaiten wij hiepuit 

dg» 

dat al de waarden van z oî ç>f die aan de yergelijking (1) voldoen , 
en teyens aan het tweede lid der verg. (2) eene positieve of nega- 
tieve waarde geven , zoo vele baigpanten der kromme znllen doen 
kennen. In de nieeste gevallen zal men zich eehter van het be- 
staan eens bnîgpnnts gemakkelijk knnnen yerzekeren , door na te 
gaan of de waarde yan het yoorste lid der yergel. (1) yan teeken 
yerandert yoor de coôrdinaten yan twee, in de nabijheid Tan het 
onderstelde bnigpnnt, genomen punten. 

De zoo eyen geyonden uitkomsten laten zich nog onder eenen 
meer eenyoadigen yorm schrijyen, door het inyoeren der lengte ^ 
yan de loôdlijn uit de pool op de raaklijn getrokken. 

l¥ij hebben namelijk, yolgens S 100 

«*dç» . , ' 

d$ 
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dX dz , , dip dz zdç> dz dé 

dus — = T-«W. ^ + «C0«. ^— =- |-;f— -_ 

d^ aç> dç dç> de ds d(p 

dk zdz / d(lf\ zdz dm 

dç> ds\ dç>/ ds rfç>' 

dH dz dV d<fr 

en --- = z — . -—, voor — - =—1, 
dç>' d$ dç^ df 

Derhalve heeft raen tôt voorwaarden voor het bestaaa yan eenig 
buigpunt 

d<p d<p 

zonder dat —^ nul zij , mits %-^ -=. z cot<p hierbij geene oneindige 

waarde bekome« 

% 103. Men kan nu uit het voorgaande gemakkelijk het kenmerk 
afleiden, ter beoordeeling of eenig gedeelte eener kromme, de 
holle of de boUe zijde naar de pool keert. Immers blijkt genoeg- 
zaara uit de inzage der figaren 38 en 39, dat het eerste of tweede 
geval zal plaats vinden, naar dat de hoek MTX •= ^ -{' tp voor toe- 
neraende "waarden van Çy aangroeit of afneemt, en duseen positief 
of negatief differentiaal quotient ten opzigte van ç oplevert. Daar nu 

d(p _d(o dX ds _dÀ 1 

dç> d^ d^' zdz dz' sin^. * 

en m.^ niet negatief w^orden kan, zal het positief of negatief zijn 
van y, of van de uitdrukking 

dz 

d<p^ dç* ' 

aanduiden of de holle dan wel de bolle zijde naar de pool ge- 
keerd is. 
Het buigpunt een punt der kromme zîjnde waarin eene teeken- 

verandering van y plaats vindt, volgt hierait^ dat in zoodanig 

dît *** 

punt, -— soras oneindig groot in plaats van nul kan worden , het- 

geen dan ook evenzeer geldt van het keerpunt der eerste soort. Dit 
laatste punt onderscheidt zieh echter van het buigpunt hierin , dat 
liet keerpunt tevens de vereeniging is van twee verschillende takken 
der kromme, en de hoek ç> eene grens voor de bestaanbaarheid der 
voerstralen kdn worden (§ 91). 
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Het is ook mogclijk dat ^ ^^ ^ + ^ ^^^^ eenig punt nul worde , 
zonder het aanwezîg zijn yan een bnigpunt. Alsdan moet insgelijks — 

nul worden. Om in zoodanîg geval te beoordeelen hoedanig 
het met de kromme in dat punt gesteld zij, zou nien kunnen 
onderzoeken of de hoek w, voor eene oneindige kleine vermeerdering 
van ç>, eene vermeerdering of vermindering ondergaat. Men zal 
echter , even als in § 89 , zonder moeite , tôt het heslnit komen , 
dat, indien er een even aantal differentiaal-quotienten yerdwijnen , 

het daarop volgende van eene onevene orde , eene positieve 

of negatieve waarde moet verkrijgen , naar dat de kromme in het 
punt {z, f>) de holle of bolle zijde naar de pool keert. 
De vergel. (1) aldus geschreven , 

leidt onmiddelijk tôt de gevolgtrekking , dat geene kromme, waarin 
-^ nul wordt, ofmetjsin teeken verschilt, voorbuigpunten vatbaar 

is. De kromme lijnen, welker vergelijkingen hegrepen zijn in een* 

dezer vormen, 

X = a?> + 6. Jf = a sinçf + b^ 

verkeeren dus in dat geval. 

Dezelfde vergel. (1) laat zich tevens door eene andere vervangen , 
vrelke voor enkele kromme lijnen gemakkelijker in de toepassing 

wordt. Men steDe namelijk « =— of — =2', dan is eerstelijk 

1 dz dz' 



z 



1 



dç> d(p 



Eene tweede differentiatie geeft , 

2 dz^ L ^ll— ^lHL 
? d^ "" z* ' d(p^ #* ' 

^ d«* d*« 1 d^z' 

zoodat men tôt voorwaarde van het buigpunt verkrijgt^ 

2-' 






of wel = — 2 . 
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Er kan aizoo geen baignant bestaan , indien z' en -— - met het 

zelfde teeken aangedaan zîjn. 

Overigens volgt ait het voorgaande , dat de kromme hare holle of 
bolle zijde naar de pool zal keeren, naar dat 

d*z' 

z' hierbij steeds positief ondersteld zijnde. 
S 104. Zie hier thans enkele toepassingep. 

1* Voorheeld. De logarithmische spîraal 
Deze vergelîjking geeft, 

dus ,' + _=,'(H-I.(a)), 

ten blijke, dat er nergens een bnigpunt aanwezig, en de kromme 
steeds met hare holle zijde naar de pool gekeerd is. 
2^ Voorheeld, De kegelsneden begrepen in de vergelîjking. 

ht 
a + ecos^ 

Men heeft achtervolgens 

, a H- e cos^ 

' — r^ ' 

dz' — e sin.y à^z' — e eos.^ 



dç> h^ ' dç> 



% 



, d*«' a . . , 

Ëlke der kegelsneden vertoont alzoo steeds de holle zijde naar de 
pool. 

3* Voorheeld, De gewone Epicycloide 

z = 2r(l — cos,ç>) , 

I 

dz d^z 

geeft -- = 2rm.ç>. -— , =z= 2f co#.çp. 

d^ d^* 
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Ofschoon deze nitdrukking voor ç> = verdwijat , kan hier even- 
wel geen baigpunt aanwezig zijn, dewijl 1 — coê.ç» voor^ = ± <î 
het positieve teeken behoudt , zoodat de beide takken der krorqrae 
met de hoUe zijde naar de as gekeerd zijn. 

4^ Voorheeld* De Conchoide 

z:=a8ec.^± 6» 
waarin het positieve teeken voor den bovenstcn en het negatieve 

yoor den benedensten tak geldt ; zijnde hierin de lijn AB {fig, 32) 

tôt as der hoeken genoraen. 

Deze vergelijking differentiërende, komt er 

ds a sin. ç> 



d(p co$^<p 

d*« i cos,^ ç» + 2 C08, ip m. * (p 

dç>^ I C08,^Ç> 



V cos.^ fp / ' 



waardoor de verg. (1) , na kortheidshalve - = m gesteld te heb- 
ben, overgaat in 

/l iiîico*. ç^X* rt«w.*ç^ /l ±mco«. çjX /l + «in.* îp\ 

\ CO«,ç> / COS^ (p \ C08,(p )\ C08>^ ç> J 

Deze herleidt zich met weinig raoeite tôt de meer eenvoadige 

vergelijking 

3 C08, * ç^ dt m co8,^ ç> — 2 = , 

en hierin nog stellende 

t =z 1 ziz'''^cos.ç>, 

komt er voor de eind- vergelijking , welke over het al of ni et be- 
staan van buigpunten moet doen beslissen , 

t8_3« + 2(l— m») = 0. 

Zoo als bekend is, heeft men bij de conchoide drie gevallen te 
onderscheiden , namelijk 

1.0 a > 6 of m < 1, 2.^ a = b oî m = h 3.« a < 6 of m > 1, 

welke afzonderlijk in de figuren 32*, 32^,32° voorgesteld worden. 

Yolgens den regel van Gardanus, zal de vergelijking in t alleen 
dan drie bestaanbare wortels kannen opleveren , bijaldien 

(l_mî)î<l of w<v^2is. 

In het eerste geval (w < 1) heeft dus de eind-vergelijkingin <drie 
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bestaanbare wortels, waarooder twee positîeve en een negatieve. 
Uit die Tergelijkiiig laat zieh mede opmaken, dat de kleinste der 
positieve wortels tusschea en 1, en de grootste tasschen 1 en 2 
ligt. Yoor den bovensten tak der kromrae kan de negatieve wortel, 
evenrain a)s de kleinste positieve in aanmerking komen, dewijl 
COS. fp eene positieve waarde moet behouden. 

Wat den benedensten tak betreft , daar t = 1 — m co$. <p , noch 
negatief noch ^ 1 kan vi^orden, zoo zal hier de kleinste positieve 
wortel alleen kannen gelden. Aizoo blijkt uit het voorgaande» dat 
in het geval van a ^ 6, e)k der beide takken ter wederzijde van de 
as der hoeken gelegen, siechts een enkel baigpant kan vertoonen. 

In het tweede geval (m = 1), heeft men t = en t =±|/3; 
dus voor den bovensten tak cot.fp = — 1 , ro». ^ '=- — 1 ih V3, 
en voor den benedensten cos, ?> zz: 1, co». ç> = 1 4: 1/3. Daar 
nu co«. <p noch negatief noch > 1 kan zijn, volgt hieruit, dat 
er alleen in den bovensten tak een buigpunt ter wederzijde van 
de as der hoeken zal aanwezig zijn , terwijl in den benedensten 
tak ç) =z een keerpunt aanduidt. 

In het derde geval (m > 1), zal de vergelijking minstens één' be- 
staanbaren positieven wortel hebben. De beide overige zuUen 
elk, zoo zij bestaanbaar zijn, volgens den regel der teekens, nega- 
tieve waarden verkrijgen . Voor den bovensten tak echter kan geen 
dezer negatieve wortels in aanmerking komen , uit hoofde eos. <p 
alsdan insgelijks negatief zou moeten worden. Wat den beneden- 
sten tak betreft, voor welke t = 1 — mcos,ç> is , merke men op 
dat de positieve wortel, tusschen 1 en 2 invallende, hier moet 
vervallen, dewijl eos. <p steeds positief zijnde, i niet ) l kan worden. 
Zijn nu de beide overige negatieve wortels bestaanbaar, dan kan 
men zich op de volgende wijze spoedig verzekeren, of zij al dan 
niet voor <p eene bruikbare waarde zullen opleveren. Vervangt men 
naraelijk % door — 1\ ten einde die wortels positief te maken , zoo 
verandert de eind-vergelijking in 

t'8_3r4-2(m»— 1) = 0, 
waaruit volgt 

(' > |(m»-l). 

Maar T = mcos,^ — 1 zijnde, heeft men 

2 1 + 2m* 
mcos. <p y 1 -f._(m*— 1) of > ^ , 



dus cos, ç> y 
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2m* 4- 1 



3m 



Daar nu m tusschen 1 en V2 invalt, stellemen m= 1 +<J, waar- 
door COS. <p > — r — — ; — > 1 wordt , betgeen derhalve aanduidt , dat ook 

3 + 3a 

elk der beide negatieve waarden van i te Terwerpeo is , en er mitsdien 
in bet geval van a < ( , in den benedensten tak geen enkel buig- 
punt, doch in den bovensten wederom een baigpunt ter weder* 
zijde Tan de as der boeken zal aanwezig zijn, zoo aïs zulks dan 
ook in elk der drie gestelde gevallen , uit de gedaante der kromme 
van zelf op te maken is. Bebalve dien wordt bet bestaan der ge- 
Yonden buigpunten bniten twijfel gesteld, door op te merken,dat 
indien de wortels der eind-vergelijking in I, en dus ook de boek 
^ eene kleine positieve en negatieve aangroeijing ondergaat, bet 
Toorste lid dezer Tergelijking alsdan van teeken zal veranderen 
(S 102). 

Hen oefene zich nog in bet onderzoek der kromme lijnen tôt 
poolvergelijkingen bebbende ^ 



1.0 


% a sin, ç> + b cos, <p , 


2.0 


% a tgç>. 


3.0 


COS. (a + 2^) 
z — a 

s%n.ç> 
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Over de kromming der kromme lijnen. Bepaling van 

den kromtestraal en van het middelpunt des 

kromtecirkels. Théorie der ontwondenen. 

S 105. Eene kromme lijn onderscheidt sich van eene régie hierin, 
dat hare zamenstellende deelen of elementen aanhoadend van rigting 
yeranderen, terwijl daarentegen de regte lijn, boe ver ook uitge- 
strekty bare aanvankelijke rigting onyeraoderd behoudt. De krom- 
ming of afwijking van de regte rigting zal dos, Toor een bepaaid ge- 
deelteeener kromme, des te sterker zijn, naarmate het laatste élément 
van den boog een' grooteren boek met het eerste maakt, en de 
kromme aizoo meer van hare aanvankelijke rigting afgeweken is. 

Beschoawen wij, om zalks nader toe te lichten, twee kromme lijnen 
AM, AM' {fig* -40), van gelijke lengte, en in het punt A eene ge- 
meenscbappelijke raaklijn ^i\r hebbende , welke de rigting in het 
aanvangspunt ^ der beide krommen aandaidt. Deraaklijnen aan de 
pnnten MyM' getrokken, maken blijkbaar hoeken van ongelijke 
grootte met de raaklijn van het punt A. Voor de eerste dezer kromme 
wordt de afwijking van de regtiijnige rigting aangewezen door den 
hoek MQNf en voor de tweede, door den boek M'Q'N, Men zegt nit 
dien hoofde, dat de eerste over dezelfde lengte eene mindere kromte 
vertoont dan de laatste. Is eene derzelve bijv. AM' een cirkelboog , 
dan zal voor elke lengte àes boogs , de verbouding tusschen dezen 
en de grootte van den afwijkingsboek eene standvastige waarde 
bekomen, of, betgeen betzelfdebeteekent, voor elkenboog, gelijk 
aan de aangenomene lengte-eenbeid , zal de afwijkingsboek even 
groot zijn. Immers, trekkendede beide stralen AO^M'O, dan is de 
hoek iVQ'ilf', gelijk aan dien, welke tusschen deze stralen begrepen 
is. Daar nu de boog A M' evenredig is aan den hoek AOM\ zoo 
beeft men, R den straal des cirkels noemende , 

AM'=Rx boek^O'Jlf', 

hoek ^Q^itf^ _ 1 
^""^ boog^Jf' ~ R' 
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De cirkel is alzoo eene lijn van standvastige kromte , en deze zal 
des te grooter zijn , naarmate de straal kleiner TVordt. 

Zij wederom <a de hoek, tasschen de raaklijn van eenig puni 
(a? , y) en de as der abscissen begrepen , dan zal ot + A"' dezen 
hoek voorstellen , wanneer men tôt het pnnt (a; + A ^ , y + A y) 
overgaat, en dus A a' de grootte van den hoek tusschen de raaklijuen 
aan die beide punten begrepen. Voor den cirkel heeft men derbalve 

Aw _J_ 
A* ~R' 

Bij elke andere kromme lijn zal de verhouding — voor eenigen 

boog s eene veranderlijke waarde verkrijgen , afhankelijk van die , 
vvelke men aan de aangroeijing As toekent , en deze verboading zal 

meeren meertot bare limiet r- naderen, naarmate men den boog 

as 

l\8 kleiner neemt. Wij kunnen deze limiet voor elk punt eener kromme 
lijn beschouwen als de maat der kromte in bet élément ds tôt dat 
punt beboorende, en zullen bierdoor in staat zijn de veranderingen in 
de kromte der opvolgende elementen, nategaan. 

Verbeelden wij ons te dien eindeeen' cirkel» welks straal R tôt waarde 

ds 

heeft, de omgekeerde verhouding -- , dan zal de kromte van zoo- 
danigen cirkel overeenkqpen met die van het élément ds der kromme. 
De kroraten in de opvolgende elementen laten zich thans verge- 
lijken bij die van cirkels met veranderlijke stralen beschreven, 
en daarenboven tegen de kromme lijn zoodanig geplaafst, dat zij 
in de overeenkomstige punten eene gemeenschappelijke raaklijn 
bebben, en tevens hare holle zijden naar denzelfden kant keeren. 
Elk dezer cirkels beet alsdan de kromte-cirhel {cercle de courbure) 
in het aanrakings-punt , en zijn middelpunt ligt noodzakelijk op 
de normaal, gaande door dat punt. 

S 106. Trekken wij de normalen in de punten M, M' eener 
kromme AM' (fig. 41), zich snijdende in het punt 0, dan zullen de 
lijnen Jf 0, JHf '0, des te mînder van elkander verschillen , naarmate de 
punten M^ M' digter bij elkander liggen. Beide lijnen zullen tôt 
eene zekere limiet naderen , welke juist met den straal des kromte- 
cirkels van het punt M zal overeenstemmen. Ora zulks tebetoogen, 
heeft men in den driehoek M' MO^ de evenredigheid 

MM' : MO = sin. MOM' : sin. MM 0, 

of V^(Aa;*+Ay*):illfO=zzm.Aû' :s%n.(^—e), 

2 
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zijnde hier in e de hoek QM' M , welke tegelijk met ù^x verdwiîiit. 
Hierait volgt 

stn, Aft» 
ds 

das lim. JfO= '-- z=: R de kromtestraaL 

wa 

Het blijkt alzoo nit de Toorgaande beschouwing,. dat het middel- 
pant van den kromtecirkel de limiet is van het snijpnnt der norma- 
len in twee oneindig digt bij elkander gelegen punten der kromnie, 
en dus de cirkel met MO als straal beschreven, den kromtecirkel 
van het punt M zal Toorstellen. 

ds 

Uit de yergelijking R=z —-^ laat zich na, met behulp der reeds in 

§ 85 gevonden waarde Tan dta , gemakkelijk eene uitdrukking voor 
den kromtestraal) infonctie der coordinaten dr, y, en vanhare difie- 
rentialen, afleiden. Daar namelijk 

daf =. — i. dar, 

TÎndt men onmiddelijk, 

d^ydx d^ 

dxl 

Men is vrij algemeen overeengekomen den kromtestraal als positief 
te beschouwen, indien de kromme de holle zijde naar de as keert; 
en nademaal 7-^ alsdan een negatieve waarde bekomt ($ 87) , zal 

men, om i{ een positief teeken te doen verkrijgen, de voorgaande 
formule aldus behooren te schrijven (♦) 



^3 
R= " 



i'^'&) 



3 



d^ydx d^ 

dxi 



{*) Sommige hedendaagsche wiskundigen meenen integendeel aan den kromte- 
straal steeds eene positieve waarde te moeten toekennen, en plaatsen uit dien 

hoofde het dobbele teeken ±i voor de waarde Tan R ; geldende alsdan het hovenste 

d^y 
of benedenste teeken, naar dat — positief of negatief is. Het zal echter Toor de 

dx* 

uitkomst onverschillig zijn, welke der twee zienswijzen men hier Terkiest te 
volgen. 



I 1 
I 1 
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§ 107. Men kan door de beide uiteinden van elken differentiaal des 
boogs Sy dat is door twee op oneindig kleinen afstand van elkander 
genomen panten eener kromme, een onbepaald aantal cirkels laten 
gaan. De krorate-cirkel , welker grootte en Hgging wîj thans hebben 
bepaaid , onderscheidt zich echter van al die cirkels hierdoor, dat hij 
de liraiet Toorstelt van eenen cirkel, gaande door drie op elkander 
Yolgende punten der krorame, welker afstanden oneindig klein 
aangenomen worden , zoodat er tnsschen den kromte-cirkel en het 
élément ds der kromme eene naauwere aanraking of ineensmelting 
plaats vindt, dan indien die cirkel slechts twee pnnten met de 
kromme gemeen beeft. Uit dien boofde draagt de kromte-cirkel 
dan ook tevens den naam van ineensmeltings- of oscuîerende cirkel 
{cercle osculateur). 

Stellen wij , om deze gewigtige eigenschap te betoogen 9 a, fi 
voor de coôrdinaten van bet middelpunt, en R voor den straal cens 
cirkels, gaande door drie achtereenvolgende punten Jf, M\ M" 
eener kromme , respcctievelijk tôt coôrdinaten bebbende , 

(a?, y), (a?-t-da?, y-+-dy), (a?-t-2da?, y + 2dy + éPy) 

Laten x\ y' de coôrdinaten zijn van een willekenrig punt van 
<len omtrek des cirkels , dan zal de vergelijking dezer kromme zijn 

{y' — fiV+(^' — a)^= H*, 

en biernit zullen, na acbtervolgende substitntien voor a;\ y', van 
de coôrdinaten der drie gemelde panten, welke op dien cirkel- 
omtrek liggen, drie nieawe vergelijkingen ontstaan, waardoor de 
grootbeden R^ a en p, in fonctie der coôrdinaten a;, y en van bare 
differentiaal qaotienten, kunnen nitgedrakt worden. 

Alvorens deze substitntien te verrigten merken wij op , dat, wan- 
neer eene vergelijking 

F(xj y) = a (a) 

tevens geldig is , bijaldien de veranderlijke grootbeden a; , y twee 
acbtervolgende malen met bare differentialen toenemen, en zij alzoo 

overgaat in 

J'(ar-f-da?, y-hdy) = a, 

F{x + 2da;, y+2dy + J*y) = a. 

de eerste dezer beide laatste vergelijkingen , betzelfde betee- 

kent als 

F(x,y) + d.F{x,y) = a (^) 
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terwijl de twcede, welke uit de voorgaande afgeleid wordt, door 
s en y op nieuw met dx en dy te doen aangroeijen, zich aldos 
laat Yoorstellen 

J'Car+da?. y + dyj + dl'far-f-dar, y + dy) = a, 
of , hetgeen op hetzeifde neerkomt 

F{^,y)+2dF{:c,y) + d^F{a;,y) = a . . : . (r) 

zoodat de yergelijkiogen (fi) (y), op grond der oorspronkelijke ver- 
gelijking 

^(^, y) = «, 

zich thans herleiden toi deze twee meer eenvondige differentiaal 
Tergelijkingen 

d.jP(a?,y) = 0, àKE{x,y) = 0. 

Deze nîtkoiDsten op de Tergelîjkîng des Toormelden cirkelsvan 
toepassing makende, bekomen wi] na twee achtervolgende difTe- 
rentiatiën, de drîe Tergelijkingen 

(y— i5)* + (^-<ï)» = il* (1) 

{y—p)dy+{a;—a)dxz=0 (2) 

{y^fi)d^y + dy^+da;^ = (3) 

Uit de beide laatsten volgt onmiddelijk « 

y_^ = -|(^) (4) 

y-'» = -(— ïi^;= — ^ • • (5) 

das ._«=£.-^j_ (6) 

Deze waarden van y — /S en ar — a overbrengende in verg (I), 
bekomen wij 

.« = ±-^ir~ ^^ 

xijnde dezelfde waarde als reeds hiervoren ($ 106) voor delengtedes 
kromte-straals verkregen is. 
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De verg. (4) toont aan, dat het pant (a, /9) of het middelpunt 
des kromtecirkels gelegen is op de norroaal van het puni (a?, y). 

De Tergelijkingen (5), (6) dienen, om elke der coordinaten a, p in 
functie van jp en y nit le drukken , waardoor men vervolgens, met 
bebalp der Tergelîjking van de gegevene kromme , eene betrekking 
tusscben de yeranderlijke coordinaten a en p kan Terkrijgen. Wij 
znllen bierop straks terugkomen. 

S 108. Men zal uit de waarde van R terstond opmaken, dat in 

elk baigpunt eener kromme, voor welk pnnt j-^ = i«, de kromte- 

straal oneindig groot wordt. De kromte-cirkel gaat alsdan in eene 
règle lijn over, welke met de raaklijn in ,bet buigpunt overeen- 
stemt. Deze raaklijn is derhal ve te bescbouwen aïs eene limiet der door 
dat pnnt getrokken snijiijnen, welke drie acblervolgende punten 
met de kromme gemeen bebben , terwijl zulks bij de gewone raak- 
lijn slechts met twee punten bet geval is. 

Wordt daarentegen ■— ^ voor eenigboig- of keerpnnt oneindig groot, 
dan zal, indien -j^ voor dat pnnt geene oneindige waarde verkrijgt, 

de kromte-straal verdwijnen , en bet pnnt {a, p) met betpunt (xj y) 
overeenkomen. 

Door het invoeren van de lengte der normaal iV=y|/(l-f-~-), 

kan men den kromtestraal ook onder dezen meer beknopten vorm 
Toorstellen 

Passen vtrij deze formule op de kegelsneden toe , begrepen in de 
algemeene vergelijking 

y* = pw-i^qx^. 

In §90 is reeds gevonden, 

dy^ p + 2qx d'y p* 

dx IVipx + qx^) dx* 4y'* 

Derhal ve R = . 
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In elke der drie kegelsneden îs derhalve de lengte des kromte- 
straals evenredîg aan de derde roagtder normaal. Yoor de parabool 
in het bljzonder, heeft men 



^ — V-. 

dx 2 



-. das N = V^p(:F+ij>) 

R= ii/^±i^*. 



IS 



das 



en 

z p 

In den top zal de grootste kromming plaats vînden , vermits R 
aldaar zijne kleinste waarde -p of de halve parameter verkrijgt. 
Yoor Terder afgelegene ponten zal de kromming al kleiner en 
kleiner worden. 

Yoor de ellips en hyperbool tôt middelpnnts vergelijking hebbende 

ft + yl- 1 

a» ^ É» ~ ' 

dy 6* ar d*y — 6* 

dx~ âTy' dx* ~ â*y' 

N=yV(l + '^^=''^''V*+''''\ 

1/ (a* y» + 6*0;*)» 

en if = — r . 

a* 6* 

ai 

Yoor a; =0, wordt U z= — , zijnde de kromte-straal aan elk uit- « 

eindeder as 26 in deeliips. Yoor y=0, vindt men den kromte-straal aan 

e]k uiteinde der as 2a in beide krommelijnen , 11= — . Is nu 6 ^ a , 

dan blijkt hieruit , dat in de ellips de kromming in de niteinden 
der kleine as , kleiner is dan in die der groote as. Door de waarde 
van R in functie van x nit te drukken, vindt men voor deeliips, 
a* — 6* == c» , stellende, 

_ y{a^ — è^x^)^ 
^- ^ ' 

waaruii tevens gemakkelijk af te leiden is , dat de kromming aanhou- 
dend toeneemt van de uiteinden der kleine as naar die der groote as. 

S 109. In de algemeene formule voor de waarde van den kromtestraal 



(iH- 
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is de differentiaal dx standvastig aangenomen, Wil men x en y aïs 
fanctîên eeiier derde veranderlijke grootheîd beschouwd hebben, dan 
«al het tweede dîfferentiaal-quotient (§ 7-4) moeten veryangen worden 

dxd^y — dy (fis _ s « i , . 

dx^ " voorgaande formale verkrijgi thans dezen 

meev symetrieken vorm 



R = — 



dxd^y — dyd^x 



Het kan in sommîge gevallen verkîeselijk zijn , ^ en y aïs functîën 
van den boog s te beschouwen, en dus d« standvastig aan te nemen. 
Om dan de waai*de van R op zoodanîge onderstelling van toepassing te 
maken , zal raen , ingevolge § 77, — te vervangen hebben door 



d^icds* ^ _ ifiuds , _ - 

of door ^ , hetgeen « doet overgaan in 
^ _ dyVjdx^ 4- dy«) _ ^ 

d^S d^y 

ds^ 



(8) 



_ dxVjdœ^ 4-dy^J _ rfî 
^^ ^ — — dJy — ~ "^ (^^ 

nierait volgt nog , bij omkeering 

1 dy d^x 1 dx d^y 

Rdf—dr^' 'Rdê^~dê^' 

Voor de Cycloide bijv. tôt vergelijking hebbende , 

X 

y = i/(2r — a?) j? + rB sinv^ - , 
is in § 82 gevonden , 

dx \ X / 

dx , X dy ^ /2r — x^ 



dus 

ds 



,x dy ^/2r — x\ 



d'^x \ \ dx 1 

Hieruit volgt t-ï = o V's T = r"» 

^^ ds* 2 2rx ds 4r 

I. 12 
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» 



ds* 

aantoonende, dat de kroratestraal Mm, in eenîgpuntJIfdercycloide 
{fig, 16) twee raaal de leag^te heeft van de normaal MN of van de 
koorde RX, 

§ 110. £r bestaat nog eene andere algemeene uitdrakking voor 
den kroratestraal , toepasselijk op het geval waarin de vergelijking 
der kromme voorkomt onder den vorra 

en welke geene stand vastîge aangroeijing van eene der veranderlijke 
groothedcn onder.stelt. Zij berast op het gebruik der partiele diffe- 
rentiaal quotienten eener ingewfkkelde functie. 
Men heeft namelijk (§34), 

df df 



fif\* . /^/\* 



dus 



en 



dx^ 




y y 


^ àx*. 


)-' 




df 




* 
9 


à*y _ 


— 


© 


*d*/ 

•du* 


dxdy 


if 
' dx' 




<S 


dif 

■dx* 


Af» ~ 








iP 


s 







Deze waarden in de eerstgevondene formule voor iisabstitaerende, 
bekomen wij de navolgende nitdrukking, 



n = 



w-m 



\dx) • dy^ dxdy dx dy ' \ây) dx^ 



Bijaldiende vergelijking /"(a?, y) =0 uit twee deelen zamengest^ld 
is, die elk in het bijzonder fanctien van slechts eene der twee 

d^ f 

veranderlijke grootheden xeny zijn, zal v^ blijkbaar nul worden , 

en de waarde van den kromtestraal alsdan overgaan in deze meer 
eenvoudige uitdrukking 



1 



il = 



Var' • éf "^ dyf ' dx^ 
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Deze laatste formule laat zich onder anderen met vracht ^oepassen 
op de ellîps 



Bier is 



da; a* ' da?* 

df _2y ^ _ 2 



i^L\^^A.(^M^^ -al— ^ 

^dx^ dy^ ^dyf doc^ ~ ia'^b- 



even aïs hiervoren reeds op eene andere wijze gevonden is. 

§ 111. De bepaling deskromtestraalsTOorde verschillendepunten 
eener ellips, yindt eenè belangrijke toepassing in deGeodesie, ten einde 
nit de boegrootheid der gemeten meridiaans-boogen tôt de kennis van 
de afplattîng der aarde te geraken. Men bescboawt hierbij dat lig- 
«baara aïs eene orawentelings-ellipsoide, en yerstaat alsdan onder de 
geographische breedte van eenig punt des oppervlaks , de scberpe 
boek, begrepen tnsscben de door dat pnnt getrokken normaal, en 
de groote as der meridiaau-doorsnede. Zij nu ç de breedte van 
eenig punt, tôt coordinaten inbet meridiaan-vlak bebbende j;, en ^fv 
dan geeft de middelpunts-vergelijking der ellips, 

dx a^y 

dy h^œ ' 

of ^ y = -i'Xtg<p, 

Na substitutie dezer waarde van y in de vergelijking 

6*jî* + a2y« = 0*6* , 

b* 
komt er jr* ( l + — tg^9) = 

a* cos^ ip 



a»; 



dus x^ 



en yî = 



6* m.* ip 



180 DIFFERENTIAAL-REKENING. 

waaruit gemakkelijk afgeleid wordt, 

Derhalve 



JR = 



3 



Steîlende thans, ter bekorting, de verhoading 



a» 



= «^ 



dan gaat de voorgaande formule over in 



If — — ~" "j • 

(1 — «^m.^ç'jî 

Heeft men nu op twee verschillende breedten <py fp' de lengten 
i, r Tan een' roeridiaan graad gemeten, en zijÉ- iJ, il' de kromte- 
stralen toi die breedten behoorende i dan zal mea met een' vol- 
doenden graad van naaawkenrigheid raogen stellen , 

i{ : n' = z : r, 

dus (1— c»m.*9')»' : (l— e«*tn.»9)T —l\\\ 

of 1— «*m.*/ : 1— c**tn.v = rf : ri. t • 

Hierait wordt verder gevonden, 

Û - V\ 



c» 



1% nn^ip — rTtftn.*^' 

et _^ ft It 

waardoor dus de afplatting = l bekend wordt: 

a a 

% 112. Het zal niet ondienstig zijn hier aan te toonen, da< men 
de vergelijkingen (5), (6), (7), (8), (9), ook regtstreeks kan af- 
leiden uit/ij/. k\ , waarin bet middelpunt des kromte^cirkels tevens 
het snijpant voorstelt der normalen beboorende tôt twee oneindig 
dîgt bîj elkander gelegen punten Jf, M\ Trekkende namelijk nit 
de loodlijn ON op de^ verlengde ordinaat ilf P, en noemende wederom 
a, p de positieve coôrdinaten van bet punt 0, dan geeft de drie- 
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hoek MON , uit hoofde de hoek in het complément van den 

hoek ttT is, 

« dw 

y — P z=z Rcos.w =1 R-j- (10) 

as 

dy 
en a — s z=z Rsin.iû =z R^. . . : . . (11) 

ds 

Daar na de grootheden R, a, p geene Terandering ondergaan bij 

den overgang van o; en y, in ar + <^^ en y + dy , zal men elke der 

▼orîge yergelijkingen enkel ten aanzîen van sp en y mogen diffe- 

rentiëren. Uit de eerste yolgt dan, da: stand vastig aannemende, 

^ = -21—. 
dx ds^' 

Wijders geeft de differentiaal betrekking 

da* = dx^ + dy^f 

in dezelfde onderstelling 

dU dyd^y 



ds^ ~ ds^ 



Derhalve R = — ^f^— = — ^ ^f" ^ 

a^y dx d*y 

dx ds^ ^dx* 

en y — pz=zR-'Z=z—-— = — 



ds d^y d^y 

dx* 

_ ày ds^ dy dyV^dx*) 

ds d^y dx dx d*y 

d^ 

Differentiëert men nog de verg. (10) en (11) ten aantien van s, 
hierbij ds als standvastig aanneraende", dan verkrijgen wij terstond 

^= ij ff oîR=^J± = ^ 
ds ds^ tpx d*x 

ds^ 

dx 

dx ^ d^y _ ^ dx ds ds 

— = — R-^ oî R =z — = zl- 

ds ds^ d^y d*y^ 

ds* 

ztjnde dezelfde uitkomsten^ als in §1^^» longs eeneii anderen 
weg verkregen lijn. 
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S 113. De middelpunten Tan de kromtecirkels der achtervolgende 
punten eener kromme lijn AMM' {fig. -42) vormen eene tweede 
kromme A' 00' y welke tôt vergelijkîng heeft /(a, /9)=0, en ten 
aanzien der gegevene kromme den naam van ontwùndene {développée) 
draagt, terwijl wederkeerîg de eerste de ontu>i$ïdende {développante^ 
Tan de tweede genaamd wordt. Die benamingen zijn gegrond op 
eene bijzondere eigenschap Tan den kromtestraal , welke zich ge- 
makkelijk aidas laat betoogen. 

Bij den OTergang op de kromme ul 00' Tan eenig pont (a , /S) 
tôt een naburig punt {a + da^ fi + d^i^ zollen zoowel de coôrdi- 
naten a;,^y aïs de kromtestraal R Tan het OTereenkomstige pont if, 
gelijktijdig met hunne difierentialen aangroeijen. Dîfierentiëren wij 
dan nogmaals de Tergelijkingen (10) en (11) ten opzîgte Tan «,bier- 
blj echter aile daarin Toorkomende grootbeden als Teranderl^k 
beschoawende, zoo Tinden wij, met inacbtneroing der in de to- 
l'îge S Terkregene uitkomsten , Toor bet geval dat 4? en y alleeo 
Teranderlijk zijn, 

ds ds ds^ 

da dy dR 

d$ ds ds* 

welke betrekkingen terstond de twee navolgende opleveren , 

dB dx 

/- = ——, da} + d^ = dR\ 

da dy 

Wij mogen bierait besluiten : 

1.® dat de normalen in de panten der kromme AMM' teTens 

raaklijnen zijn aan de OTereenkomstige panten der kromme A' 00'; 

2.* dat» indien s' de lengte aandoidt Tan aen boog der kromme 

AOO' b^repen tosseben eenig willekenrig punt en bet pnnt {a, p^ 

die boog en de lengte des kromtestraals il met gebjke oneindig^ 

kleine Terscbillen zollen aangroeijen, waaruit Terder bet beslait op te 

maken is , dat de lengte Tan eenen eindigen boog 00' dezer laatste 

kromme gelljk is aan bet Terscbil tasscben dekromtestralenilf' 0' MO. 

Yerbeelden wij ons tbans een' Tolkomen buigbaren en onrekbaren 

draad over den omtrek der kromme A' 00' gespannen, en tôt in A 

Terlengd in de rîgting AA' des kromtestraals Tan bet pant Aj oî 

Tan de raakiijn in bet punt A\ Zoo men na dezen draad acbter- 

Tolgens Tan de kromme ontwint, in dier Toege dat het a%ewonden 
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gedeelte steeds in dejrigting eener raakiijn uitgespannen zîj, dan 
is het duidelijk dat het aiteinde A des draads bij die beweging de 
krorame A M M' zal beschrijven. Deze eigenschap is het, welke tôt 
de hiervoren vermelde beoamingen der beide krommen heeft aan- 
leiding gegeven. Wij leeren hierait tevens dat elke kromme lijn be- 
schouwd kan worden als eene vereenîging van een oneindig aantal 
kleine cirkelboogjes van veranderlijke stralen , en wier middelpunten 
op den omtrek eener andere zamenhangende krorame gelegen zijn, 

Yerlengt men het gedeelte van den draad , dat volgens de raak- 
iijn in A' gespannen is, tôt in a, dan zal bij de afwinding, eene 
andere kromme amm' door het uiteinde a beschreven worSen , welke 
ofsehoon verschillende van de kromme AMM\ nogtans dezelfde . 
ontwondene als deze zal hebben. Het blijkt hierbij, dat aangezien 
het stuk Aa eene willekearige lengte kan verkrijgen, eene en de- 
zelfde kromme de ontwondene zal kunnen zijn van een onbepaald 
aantal verschillende kromme lijnen^ welke gemeenschappelijke nor- 
malen hebben, en evenwijdige krommen genaamd worden, ter wij l 
daarentegen elke gegevene kromme slechts ééne enkéle ontwondene 
zal opleveren. 

De bepaling der ontwindenden van eene gegcvene kromme een 
onderzoek zijnde, hetwelk tôt het gebîed der integraal-rekening 
behoort, zoo znllen wij ons later, ter zijner plaatse, hiermedebezig 
houden. 

Stellen wij nog den kromtestraal van het punt (a, fi) der ont- 
wondene ■=R\ dan zal, omdat de hoekdûi tusschen de normalenin 
de pnnten (^, y) y {ûn + dx , y + dy) der kromme bevat , gelijk is 
aan dien , welken de raaklijnen in de overeenkomstige pnnten der 
ontwondene met elkander vormen, hîeruit voortvloeijen de verge- 

lijking 

ds' 
jR' = —, 

dof 

waarin ds' =: dR den differentiaal van een boog der ontwondene 

ds 

voorstelt. Maar R z=z — zijnde, heeft men de navolgende eenvou- 

diga betrekking tusschen twee overeenkomstige kromtestralen, 

R ds ds 

'F ~ dî ~ dR' 

àR 
dus R-z- = ^ • 

as 
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BQ de behandeling^ der ontwindenden zullen wîj gelegenheid vin- 
den dese laatote Tergelijkîng in toepassîog te brengeo. 

S 114. Wij sallen thans door enkele Toorbeelden het gebniik 
aantooDcn der formules 



y— ^ = T^ 7 

s~- = -{y-iî)g. 

lot het onderzoeken van den aard der ontwondene eener gegevene 
^kromme. 

1* Voorhêeld. De parabool y^ = px {fig. 43). 

dx 2y Sa?' ds* 4 a?» 4y*' 



dus 



waaruit 



Ay 

* = -(«-?)• 



Stellende na kortheidshalre a — •- =: a', iraardoor deoorsprong 

rerplaatst wordt naar het middelpant A' yan den kromte-cirkel 
in den top, en alzoo in het aanvangspant der ontwondene, dan 
geven de voorgaande waardeii van s en y , in verbinding tôt de 
Tergelijking der parabool, 



-(W = ^. 



of '^ = 27^"- 

Deze is de vergelijking eener kromme, genaamd de cobische parabool, 
waarvan de benedenste tak ^'0' de ontwondene van den bovensten 
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tak der parabool, en zoo ook onigekeerd, voorstelt. Die kromme 
zal zich boven en beneden de as der abseissen tôt in het onelndig;e 
uitslrekken , en in het punt A' een keerpunt hebben, gelijk nader 
blijken kan > uit de differentiatie der vergelijking 

^ = 3^3? 
VFaardoor men bekomt, 

d^ a 

da 3p' 

d^fi 1 



da* VSpa 

d8 d^P 

Voôr a = 0, wordt — = 0, en -~- = od. 

' da da^ 

Voor negatieve waarden van a, worden fi, -— en — - onbestaanbaar, 
en voor positieve , zijn ^ en -— van hetzelfde teeken , ten blijke 
aizoo dat elk der beîde takken de bolle zijde naar de as keert. 

2* Voorbeeld. De ellips 1- + L = 1 (fig. 44). 

o* b* 

dy b^x d^y fc* 

ds a^y da^ a*i/'' 

^ = -(-^)y3, das y = -b^^, 

(a* — W)x^ - „ . a« 

waarmt a = -~^, dus a? = aïK-r — r-.- 

a* a} — 6' 

De gevondene waarden van â; en y in de vergelijking der ellips 
overbrengende , zal men, na eenige herleiding, voor de verge- 
lijking der ontwondene bekomen , 

|^a«a« H- i^fcî/9« = ^(a*-.Z>i)« (12) 

welke vergelijking terstond aanduidt, dat de ontwondene uit vieraan 
elkander volkomen gelijke takken KF, FH, BG, GE zamengesteld is, 



en 
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zoo aïs die in fig. 44 voorgesteld zijn, en welke, door ontwinding, de 
elliptische qaadranten ÂC, BC, BD, DA znllen voortbreng^. Stel- 
lende in de gevondenc vergelijkiug achtervolgens a z= 0, /9 = 0, 
dan Terkrijgt men 

OG = OF — —— =:î^— 6, 

b o 

OE=OE— ^ — ^ = a — 1, 

a a 

welke aitkomsten ook uit de , hieryoren in § 108 reeds rerkr^ene, 
waarden voor de lengten der krorntestralen in de toppen A en B 
voortvloeijen. Heeft raen -— — hy h ofa>6l/2, dan liggen de 

punten JT en 6r op het rerlengde der kleine as , zoodat een gedeelte 
der ontwondene zieh alsdan buiten de ellips uitstrekt. 

De vergelijking (12) leidt onmiddellijk tôt die der ontwondene van 
de hyperbool , door siechts &* in — 6* te veranderen , als wanneer 
zij wordt 

l^o'a* — iKfe'iS' = ^(a*+6*)> (13) 

Deze kromme bestaat uit vier oneindig voortloopende takken 
\fig. 45) aanvangende in de middelpunten C, Z), der kromtecirkels 
in de beide toppen -4 , B. Voor /5 = 0, vindt men OD =. OC 

=ia^ — . De krorntestralen in de opvolgende punten der hyper- 
bool worden hoe langer hoe grooter, zoodat de kromme meer en 
meer tôt eene regtlijnige rigting nadert, welke die Tan hare 
assymptooten is. De rigting der ontwondene nadert derhalve meer 
en meer tôt die eener loodlijn op de tegen overliggende as- 
symptoot. 

3® Voorheeld, De cycloide 

m 

y = V(2 r — ic]x + r jB sinv. -• . 

r 

Vroeger (§ 109) is reeds gevonden , 

dus y — ^z=zR~= 2V(2r — x)x, 

as 

a — x = JR t" = 2(2r — ar), 

as 
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waarait volgt 

P = rBsinv, Vx(2r — x) , 

a = 4 r — x» 

Yerplaatsen wîj thans den oorsprong naar het puni A dcr cycloide 
{fig. 16) , en stellen wij alzoo y' = r^r — ft x' = a— 2r, dan heeft men 

X = 4r — a = 2r — x' f 

y' — rTt = Vx{2 r — x) — rB sinv, - , 

r 

2r x' 

— yxU2r — x') — rBsinv. , 

r 

x' 
dus y' = Vx'{2r — a?') + rJ5m». — , 

waaruit blijkt dat de ontwondene AB' ran den tak T^l^der cycloide 
op nieuw eene cycloide is, welks top in A ligt, en een* omge- 
keerden stand ten aanzien der eerste heeft. 

Daar de kromtestraal in het punt A nul is , zal de kromtestraal 
Mm Tan eenig punt M overal de lengte van den boog Am der ont- 
wondene aanwijzen, en hieruit volgt alzoo de eigenschap dat de 
lengte van elken cycloidalen boog BM gerekend van den top B , 
gelijk is aan het dnbbel der overeenkorastige koorde BR van den 
voortbrengenden cirkel. 

Men zal overigens uit de figunr geraakkelijk bemerken , hoedanîg 
de tak ABC der cycloide door ontwinding der beide balve takken 
AB\B'C voortgebragt wordt. 

4® VoorheeléL De hypocycloide, tôt raiddelpunts vergelijking heb- 
bende » 

is eene kromme lijn ABCD , in fig. 46 voorgesteld , en voortgebragt 
door een punt op den orotrek van een cirkel , rollende over den 
binnen-omtrek van een' anderen cirkel , welks straal a vier malen 
de lengte heeft van dien des bewegenden cirkels. 

Hier is 7- = — (-)• 

dx ^x' 

d^ _ 1 a*vT 
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Voort. ^ = (î)! 



a 



1 



^îfvT _ 



Dm H = x3a?x(-f) = — Sf^aary. 

Voor a? = 0, isy = ±a, en Toor y = , ;f = ± a- 

In elkder keerpanten il, B,C, D is de kromtestraal nal. Om de 
punten te bepalen, waarin R zîjne grootste waarde Terkrijgt, heeft 
raen siechts die coordinaten te zoeken , welke het prodact xy lot 
een maximam maken, en dus aan de vergelîjking 

dy 

y •+• x-f- = 

dx 

Toldoen. Hierin de gevondene waarde van--^ substituërende, vindt men 

djp 

Zoo raen dus deraîddellijnenil'C^ JB'D' trekt,die de hoekender 
coordinaten-assen midden door deelen , en de krorame in de panten 
p, 9> «*f * snijden , dan zallen deze bigkbaar de gezochte pnnten 

wezen. Voor elk derzelve zal de kromtestraal = — a, en tevens 

Tolgens eene der vier genoemde raiddellijnen gerigt zijn. 

Gaan wij thans tôt het onderzoek van de vergelîjking der ont- 
wondene over. Te dien einde hebben wij , 

x — a = _^(y_/5) = — Sl^xyS 

dx 

ans P = yH-3iKaî*y, 

en a = j? + 3ï^jry*, 

/S + a = (iKy + l^a?)», 

/9— a = [lfi^y — ^x)\ 

waaruit voigt 

(i3+a)l + (^— a)i= Ij^y^ +2}^x^ = 2^o*. 

Neniende nu de loodlijnen 0A\ OB' tôt coôrdinaten-assen aan , 
dan hebben wij tusschen de coordinaten a;\ y' ten aanzien dezer 
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fiieuwe assen, en de coôrdinaten a, j9, zoo als bekend is, denavol- 
gende betrekkingen. 

dus P + a = a;'l/2. jS — a = yV2, 

waardoor de vergelijking der ontwondene overgaat în 

aantoonende, dat de ontwondene vederom eeae hypocycloide 
A'B'CD' is, behoorende tôt een oirkel, van tweemaal grooteren 
straal. 

De punten A^yC,D zijn aan beide krommen gemeen. De laikAB 
wordt Toortgebragt door ontwindîng der twec halve takken AB', 
BB', en op gelijke wijze worden de orerige takken beschreven. 
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Gehruik van het polaire coôrdinaten^stelsel btj het 

bepalen van den krofnte^straal ^ en van de 

vergelijking der ontwondene, 

§ 115. De in de Torige les gevondene formale Toor de lengte 
des kromte-straais , kan onraiddelijk in fanctie der polaire eoordi- 
dinaten worden uitgedrukt , zoodra men siechts daarin â; en y door 
hunne waarden scos,^, zsin.^ vervangt, en daarbîj den hoek ç> 
in plaats van x^ aïs het onafhankelijke veranderlijke élément be* 
schouwt, ten welken einde men tôt grondsiag zal behooren te 
nemen de formule voor R^ iivaarin ds even aïs dy teranderUjk is, 
te ^eten 

n mm.mm ; T • 

dxd^y — dyd^x 

De hierbedoelde substitutie kan echter gemakkelijk verrigt wor* 
den, met behnip der navolgende tnsschen de vier veranderlijke 
grootheden œ, y^ f , ^, bestaande betrckkingen : 

ar + yi/_l = se^^^-K x — yV—l = «e""''^"S 
waaruit door achtervolgende differentiatien afgeleid wordt, 

^dç> ' 

dx — dyV—\ = {^ — zV—l)e'"^^-^d9>, 

d^x-d^yV-l =\^-z-2^V-l\e-^^-U^K 

" ' \d(p^ d<p \ 

De beide eerste differentiaal betrekkingen geven , even aïs in § 99, 

d«» == dx^^dy^ = d«2-+-js«dç)*. 

t3ra de waarde van dxd'^y — dyd*x te vcrkrijgen , merke men 
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op, dat deze uitdrukking de coefficient van )/.— 1 js, int het 

prodact 

[dw — dyV—l) {d^-a; + à^yV—l) 

Hieruit Yolgt al zoo onmiddelijk 

, dfr' à} Zk 

en dus rf^«.î 

iî = ?!?! (I) 

z*4-2-— — « 



Wil men èvenwel de lengte des kromte-straals regtstreeks bepa- 
len, zonder de formule die voor het regthoekige coôrdinaten-stelscl 
geldt , tôt grondslag te nemen , dan behoeft men siechts in de 
formule 

ds ds dip 

dm d^ dù}^ 

welke onafhankelijk van eenîg coôrdinaten-stelselis, Yoor— tesub- 
stîtuëren , de daarvoor rceds in § 102 geyondene uitdrukking 

z^d^*+2dz^—zd^z 
ds^ ' 

aïs waardoor men terstond de form. (1) zal verkrijgen* 

Daar wijders het positief of negatief zijn dezer laatste uitdruk- 
king of van den noemer en de waarde van R, het kenmerk op- 
levert of de krorarae de holle dan wel de bolle zijde naar de pool 
keert (§ 103), zal men, volgens de aangenomen overeenkomst » 
de form. (1) geene verandering van teeken behoeven te doen on- 
dergaan. 

S 116. Door het invoeren der uit de pool op de raakiijn ge- 
trokken loodlijn X , kan de formule voor den kromte-straal ook 
onder eenen meer beknopten vorm worden uitgedrukt. Immers , 
in §102, vonden wij de differentiaal betrekking 

dX jZ^dçp. dz dut di 1 

d^ ^ ds ^ d<p ds d^ R 

« , , « ^dz zdz 

.Derhalve R z=z --- =z --— (2) 

dX , ,z^d9 ^ ' 



-^•c^) 
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Memt men ds aïs standvastig aan, dan wordt 

zdtds 

z*d*f + 2xdid^' 
Maar, ait de rergelijking 

volgt, door dififerentiatie , 

z^dç>d^^ + xdzdç>^ +dzd^z = 0, 

dos {%H^ç> + 2zdzdç^)dç> = (sdç>* — d^z)dz, 

^ sdsdç> 

en R =1 



d9 



of «•= ' * 






welke forraale dienen kan ter berekening van Rf wanneer z enç 

in fanctie van den boog t nitgednikt zijo. 

De hiervoren verkregene formule (2) voor R kan daareuboven 

door de navolgende beschouwing uit de figaur regtstreeks afgeleid 

worden. Laat naraelijk Mm {fig, hl) de lengte des kromtestraals 

van het puni M^ en dns m het overeenkomstige pant der ontwon- 

dene aanduiden ; stellen wij den voerstraal Om = u , dan geef t 

ons de driehoek OMm^ waarin de hoek M = 00® — îs, de ver- 

gelijking 

u» = R^+s* — 2R8sin.^^ 

of u* = R^+z^ — lRX (3) 

Daar nu het punt m de snijding is van twee oneindig digt bij el- 

kander gclegen norraaien , zoo zullen , bij den overgang van eenîg punt 

M lot het punt M\ eeniglijk de coôrdinaten van het punt M met 

hunne differentialen aangroeijen, terwiji de lijnen iS en u daarbij 

onveranderd blijven. Uit dien hoofde mogcn wij de verg. (3) diflfe- 

rentiëren , eeniglijk ten aanzien van s en À^ en daarbij de overîge 

grootheden als standvastig beschouwen. Wij bekomen aYs dan 

terstond 

2 ads — ^RdX = , 
en diensvolgens 



*=T '« 



even als hiervoren. 
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Stellende nog den veranderlijken hoek mOA = <, dan kunnen 
iivij uit de fîgaar twee betrekkingen afleiden, , welke , in verband 
tôt de yergelijking « = /'(^), kunnen dienen , om eene betrekking 
tnsschen < en u, of met andere woorden, ora de vergelijking der 
ontwQndene te verkrijgen. 

Trekken wij te dien einde de loodlijn mn op OU ^ dan geeft de 
driehoek Mom 

u«tn. (f — ip) = Rcos.fp (5) 

ucoi.(t — f) = z — R8in,(p (6) 

Dezelfde driehoek levert daarenboven nog twee dîfTerentiaal be- 
trekkingen op, waarvan bij de bepaling der ontwindendeeennuttig 
gebraik zal kannen geraaakt worden. Daar nanielijk de Hjn Mm 
de raaklijn aan het pnnt m der ontwondene voorstelt, is 

%idt du 

sin. {R, tt) =- ^ , en cos. (R, u) = — {% 99). 

Derhalve, trekkende de loodlijn OQ op Mm^ korat er 

QM — Mm = Qm, 

- _ z^d<p udu 
''' ^-^^-éR (') 

^<? = Â-=d«- («) 

§ 117, Passen wij de voorgaande formules op een paar kromme 
lijnen toe. 

V Voorbeeld, De hyperbolische spiraal 

jKçp = a, 
Men heeft alsdan 

ds «» d^z 2«» ds ' ,,, , «*v 

d^ a dç>^ a* o^p ^ a'/ 



R = ^^ = .(1 +^)\ 

fie kroraming vermindert aizoo naarmate s toeneemt of f> tôt 
I. 13 
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nul nadert, hetgeen door het bestaan der assymptoot bevestigd 
wordt» 

Wijders volgt uit de verg. (3) , 

,. = ,.(,+î;)V.'-2.(i+fi)^.(i+fi)-^ 

of u» = L. 1+—+-- . 

a*' a» a*» 

Het bepalen der betrekking tasschen u en t tôt eenige omslag- 
tige bewerkingen aanleîding gevende , zoo znllen wij ons hiermede 
nîet inlaten. Uit de gevondene waarde Yan u blijkt echter , dat 
deze voerstraal te gelijk met x onbepaald toeneemt , en evenmin 
aïs deze laatste nul kan worden. 

Deze omstandigheid doet reeds voorzien, dat de ontwondene 
insgelijks eene soort van spiraal zijn, die den pool meer en meer 
nabij komt, zonder ooit dat punt te knnnen bereiken. 

2*^ Voorheeld, De logarithmische spiraal 



a^. 



Deze vergelijking geeft 



ds dâ - 

— = a* lia) = z î(a), ~z=zzVl + /(a)» . 

wp a^ 

x^d^ « 



ds 1/(1 + Ha)^) ' 

zds X 

R = — z=z zVll + m^)— zVd ^cot.^^) = 



dX ^ êin,^* 

De kromte-straal neemt das toe evenredig aan den voerstraal , 
zoodat de kroniming voor ver afgelegen punten meer en meer tôt 
eene regtlijnige rigting nadert. 

Het blijkt uit de waarde van R, dat het middelpunt dea kromte- 
cirkels in eenig punt M (fig. 36) gelegen is op het uiteinde der 
norraaal Mm; en daar de kromte-straal met den voerstraal Pm van 
het punt m der ontwondene steeds denzelfden hoek ^ vormt , zoude 
hieruit reeds op te maken zijn, dat deze kromme insgelijks tôt de 
logaritmische spiralen behoort. 



i 
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Uit de vergelijking (6) volgt 

u cos, (t — çp) = , 

dus f — ç> = -. | = ç>+~, 

hetgeen insgelijks met de figuar overeenstemt. 
Hierdoor geeft verg. (5) 

u = Reos.ip = zcot.ip = sl(a)y 

dus « = ---=: a* = a* ^, 

l{a) 

n 
of u = J{a)a'-T. 

Stellende na l[a) = o"», en m — ô"^^ ^^ * ' 

dan gaat de vergelijking der ontwondene over in 

ten blijke alzoo , dat deze kromrae op nieaw eene logarithmische 

spîraal is, welke van de oorspronkelijke eeniglijk in ligging verschilt, 

dewijl de as der hoeken in de gegevene kromme, met die der 

ontwondene een hoek vormt, waarvan de grootte aangewezen wordt 

door ^ 

m — -. 

De beide spiralen zallen elkander dus volkonien bedekken , in- 
dien men de eerste dezer beide assen den aangewezen boek in den 
negatîeven zin doet doorloopen. 

3* Voorheéld* De gewone epîeycloide [fig. 48) voortgebragt door 
eenig punt M van den oratrek eens cirkels rollende over den omtrek 
van eenen anderen cirkel van gelijken straal. Zij het aanvankelijke 
raakpunt der beide krommen , tôt pool genomen , en de straal CO 
z=z r gesteld. Is nu A het raakpunt der cirkels na het doorloopen 
van den boog OM der krorome, en C het middelpunt des rollenden 
cirkels, dan volgt uit de gelijkheid der hoeken ACO, AC'Mj dat 
de voerstraal OM evenwijdigaandelijn^'-41oopt,endusJ!fiV=C(7' 
is. Stellende verder OM = ;s, en hoek MOX=-(p; dan rindt men 
gemakkelijk voor de polaire vergelyking der hier beschoawde epi- 
cyeloide 

z =z 2r(l — co8,^) = 4r*m.2~çp. 

■a 



196 DIFFERENTIAAL-REKENING. 

De consfructie Toor deze kromme bestaat alzoo eenvoadiglîjk 
bîerin , dat men door het pant lijnen trekke, sDijdende den vas- 
ten cirkel in eenig pant N , en yervolgens ter wederzîjde van dat 
punt, de beide afstanden NM, NM' elk gelljk aan de lengte der 
middellijn uitzette ; de panten M , M' zullen alsdan tôt de epicy- 
cloîde behooren. Uit bet differentiëren der vorenstaande vergelîj- 
kingen, bekomt men 

dz ^ d}s 

—- = 2rt%n.q>y — -; = 2rcos.ç>. 

Ter bepaling Tan de rigting der raaklijn MT aan eenig pont 
JKf , beeft men 

Zdtp 1— CM.Ç? 1 

Daar nu hoek AMO = hoek MAC =z90^—' 9 is> volgt hierait, 
dat MT loodregt op de koorde MA staat , en deze dus de rigting 
in het punt M des krorate-straals aantoont. In het pant 0' zal de 
raaklijn loodregt op O'O staan. 

De formule 

= 2r 1/2(1 — eos.^) =r Ârsin,-^, 

s'dç> 1 

geeft ^ = —T- = ^nn.^-<p* 



Derbalve 






Daar wijders ilf ^ = 2r 5in. - ç> , zal men het raiddelpant m des 

kromte-cirkels kunnen bepalen, door de koorde MA met een derde 
gedeelte te verlengen. In het punt is jfi = , aldaar is tevens 
ç& = 0. Het keerpunt is das tevens een pant der ontwon- 
dene. In het punt 0', alwaar ç> == 180° is, verkrijgt de kromte- 

8r 1 

straal zijne grootste waarde y. Door Co gelijk aan 3 r te nemen , 

zal O'o de lengte ran den kromte-straal Tan het punt 0' aanwijzen. 

Het bepalen Tan den aard der ontwondene met bebulp der Ter- 

gelijkingen (5), (6) , zou tôt vrij omslagtige bewerkingen aanleiding 
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geven, nveshalve mj ons hiermede niet zuUen inlaten. Men kan 
echter door eene raeetkunstige beschouwing spoedig tôt het besluit 
komen , dat de ontwondene wederom eene gelijksoortige epicycloide 
isy ivaarvan de straal des cirkels leen derde van dien der gegeven 
kromme bedraagt. Zie hier een zeer eenvoadig bewijs van deze 
fraaije eigeDschap^ hetwelk ons, vcor een paar jaren, doordenHeer 
L. Cohen Stuart , destijds student aan de Deiftsche Akademie , is 
medegedeeld geworden. 

Men verlenge de beîde koorden MA^ M'A' tôt in het punt P, 
dan ligt dat snijpunt blijkbaar op den orotrek des grond-cirkels ,. 
en tevens op het yerlengde van den straal JVC, Neemt men vervol- 

gens Cn = - CP, en trekt men door n de lijn m'm evenwijdig aan 

de middellijn AA'j zoo verkrijgt men twee punten m, m' der ont- 

4 4 

wondene, vermits Mm = - AMf en M'm' = -rA'M', Dedriehoe- 

o 1 

ken CMN, Cm'n zullen gelijkvormig zijn, want Cn :=i - CNy 
m'n=:l CA' = l MN.en hoek Cnm' — hoek CNM. De lijn Cm' 

3 1 

is derhalve gelijk aan - CM, en ligt op het \erlengde van deze. 

Op gelijke wijze blijkt , dat Cm het verlengde van en gelijk aan 

- CM' is. Men kan alzoo de ontwondene construëren door uit het 
3 

middelpnntC, lijnen CM te trekken, eh op het verlengde dezer 
voerstralen, de stakken Cm' = - CM uit te zetten, waarait dus 
eene met de epicycloide gelijkvorraige kromme zal ontstaan , welker 
afmetingen een derde van die der gegevene kromme zullen bedra- 
gen, hetgeen te beivijzen was. 

Men zal tevens gemakkelijk inzien, dat de kromme en hare 
ont>¥ondene eene tegenovergestelde ligging ten opzîgte van elkander 
hebben. 
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Over de kromlijnige aanrakingen van verschillende 

orden. 

S 118. Wanneer eene kromme AMN (/îflf. 49), tôt vergelijkîng 
hebbende y = F(x\ door eene regte lîjn in eenig pnnt M geraakt 
wordt, en de abscis x van dat pant met h aangroeit, zal het ver- 
schil tusschen de ordinateu , behoorende in de regte en in de kromme 
lijn tôt dezelfde abscis â? + ^ 9 uitgedrakt worden door 

B(x + h) — {y + h^^ = lh^F,(s + ih). 

Dat verschil blijkt alzoo een oneindig kleîne van de tweede orde 
te worden, zoodra de abscis eene oneindig kleine aangroeijing Pp 
ondergaat. 

Beschoawt men thans eene tweede kromme A^UN\ gelegen 
tasschen de eerste AMN en hare raaklijn in M, in dier voege dat 
deze eene gemeenscbappelijke raaklijn aan beide kromraen wordt , 
dan zal voor deze tweede kromme , welker rergelijking zij y = f\^x)^ 
in het aanrakings-punt M9 niet alleen f(x) = F(x) , maar tevens 
f^{x) = ^i(^) raoeten zijn. De beide krommen worden alsdan 
gezegd elkander in het punt M te raken. Het verschil n'n der 
ordinaten tôt de gemeenscbappelijke abscis x + h behoorende , zal 
tôt waarde hebben 



lh^{f,(s + ih)-Fi{x + ih)), 



en dus 00k Toor h z=z dx^ eene oneindig kleine van de tweede 
orde worden. De onderlinge aanraking der beide krommen wordt, 
even als die van elk derzelve met de regte lijn itfm, in dat geval 
e^fie rakîng van de eerste orde genaamd. 

Veronderstellen wij na, dat -r-^ voor de beide krommen, dezelfde 

waarde in het punt M hebbe, zoo dat aldaar de navolgende vergelij- 
kingen plaats vinden , 

f[x) = F{x), U[x) = F,[x), U{x) = F^{x), 
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dan geef t de reeks van TATioa voor het verschil der ordinaten , 

f{j; + h) — F(x + h) = ^{fz{œ + ih)— F,{x + ih)}. 

Voor eene oneindig kleine aangroeîjîng der abscis x zal dus het 
Terschil n^n^ in de aangenomen onderstelling , thans eene onein- 
dig kleine van de derde orde vporden. Hierdoor ontstaat er eene 
naauwere aanraking tasscben de beide krommen dan in het yoor- 
gaande geval. Deze aanraking wordt nit dien hoofde gezegd Tan 
de tweede orde te zijn, en het is gemakkelijk te betoogen, dat 
geene derde rakende kromme y = ç>(x) , voor welke ç>i{œ) niet dezelfde 
waarde heeft in het punt M aïs fx(x) of F^^ia;), tusschen deze 
twee laatste krommen, door dat punt kan getrokken worden. 
Immers, daar 

A* A» 

zal het verschil ^{x + h) — F{x + h) , tôt waarde hebben 

^ (î^2 W - F,{x)) + 1^ (^,{x + ih) — F,{x + f^)) , 

en derhalve, bij afneming van h, steeds grooter bUjven dan hethier- 
voren opgegeven Terschil nn' = flx-i-h) — F(x + h), Voor nega- 
tieve waarden van h geraakt men tôt dezelfde uitkomst. 

Is de kromme F{x) van dien aard, dat ook in het raakpunt iKf , 
Fz(x) =1 f^{x) zij, zoo vîndt men voor het ordinaten verschil n'n, 

2^ (U^ + m - F,{x H- ih)), 

en dus voor h =: dx, eene oneindig kleine van de vierde orde. 
De aanraking wordt in dat geval eene van de derde orde genaamd. 
Op die wijze voortgaande, korat men terstond lot dit algemeenebesluit. 
Indien in het gemeenschappelijhe raakpunt (c , y) van twee kromme 
lijnen y = f(x) en y = F(x), de differentiaal quotienten 

dy . d^y d^y d^y 
dx^ dx^ ' dx^ ' ' " c?*"' 

vow heide krommen dezelfde waarden verkrijgen, xal het verschil tusschen 
de ordinaten van twee oneindig digt hij het raakpunt genomen punten op 
de heide krommen^ tôt dezelfde ahscis hehoorendcy eene oneindig kleine 
van de (n + 1)^ orde, en de raking der krommen eene van de n^ orde 
wezen. 
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Hieruit laat zich nu gemakkelijk de navolgende eigenschap 
afleiden. 

Indien twee krommen met elkander eene aanraking van de n^ orde 
hehhen^ sal men door het gemeenschappelijke rcuikpunt geene derde 
krommej toelker aanraking met eene der heide eersten van eene îagere 
orde is , tusschen die twee krommen kunnen laten gaan, 

Bij deze stelling is echter stilzwijgend tôt voorwaarde aangenomen, 
dat de raaklijn in het raakpant niet loodregt op de as der abscissen 

dy 

sta , dewijl --- alsdan, eren aïs de opvolgende dififerentiaal-quotienten 

oneindig groot wordende, het verschil ({x + h) — F(a? + ^), voor 
oneiudig kleine vaarden van h, eene eindige waarde kan verkrijgen. 
. Om in zoodanig geval de orde van aanraking te onderzoeken , zal 
men, of de assen der œ en y onderling kunnen Terwisselen, of een 
ander regthoekig coôrdinaten-stelsel invoeren. 

Dat de orde van aanraking onafhankelijk is van de rigdng der 
coordinaten -assen laat zich aidas aantoonen, Zij de lijn nq uit q 
naar een willekeurig punt van den boog Mn' getrokken. In âen 
aïs oneindig klein onderstelden drieboek nqn' hebben de hoeken 
in q en n' eindige vi^aarden , zoo dat er ook eene eindige betrek- 
king bestaat tusschen de overstaande zijden n'n en nq. Is nu nn"" 
eene oneindig kleine van de m^ orde, dan zal zulks met de lijn nq 
evenzeer het geval moeten zijn, welke laatste de plaats van nn' 
vervangt, zoodra de rigting van nq evenwijdig aan de nieuwe as 
der y aangenomen is. 

De voorgaande beschouwing leidt tevens tôt de navolgende 
stelling. 

Indien twee krommen elkander in eenig punt M raken, en men uit een 
nahurig punt n op eene deser krommen genomen^ eene lijn nq treki, 
snijdende de gemeenschappelijke raaklijn onder een' eindigen hoek^ zal 
de orde van raking één minder hedragen dan de rangorde van den onein, 
dig kleinen af stand der punten n^ q; de af stand Mn hierhij ondersteld 
aijnde eene oneindig kleine van de eerste orde, 

S 119. Bij eene aanraking van de n^ orde tusschen twee kromme 
lijnen heeft nog deze bij zonderheid plaats, dat deze lijnen elkander 
in de nabijheid van het raakpunt tevens zullen snijden, ingeval n 
een even getal is. Want , nademaal de waarde van het ordinaten- 
verschil f[oo+h) — F(a7-f-ft, bij zoodanige raking uitgedrukt woirdt door 



1 
)■ 
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zoo ziet men terstond , dat hetzelve , voor de abscis s + h ^ een 
tegenovergesteld teeken bekomt dan voor de abscis x — ht indien 
namelîjk h onbepaald afneemt, en dus de grootbeid tusschen de 
haakjes meer en meer nadert tôt bare lîraîet 

Is n ecbter een oneven getal , dan zal het voorgaande versebil, 
Yoôr en na bet raakpant, hetzelfde teeken bebouden. Jn het eerste 
geval moet dus eene dezer krommen.gedeeltelijk binnen en ge- 
deeltelijk buiten de andere gelegen zijn ; in het andere geval daar- 
entegen zal eene der kroramen in de nabijheid van het raakpant 
geheel binnen de andere gelegen zijn, 

S 120. Tôt de aanraking der eerste orde behoort onder anderen 
de gewone raakiijn aan eenig punt der kronime. Zulks wordt, zoo 
noodig , aldus bevestigd * 

de vergelijking eener lijn gaande door het punt (ar,y) eener gegevene 
kromme , dan is hier de voorwaarde der aanrakin? ~ =z rri ^^^ 
A=.--^, waardoor de hekende vergelijking der raakiijn ontstaat. 

dx • 

De kromtecirkel welken wij reeds in de XEV^® les hebben 
leeren kennen , vormt eene aanraking van de tweede orde in bet 
punt waartoe bij behoort. Men heeft namelijk , x\ y' de coôrdi- 
naten van een onbepaald des cirkels noemende , 

Deze vergelijking twee achtervolgende malen differentiërende , 
en tevens x -ziz x , y z=z y , j- =: -f- en -r— = -r-r stellende , 

' ^ ^ ^ dx' dx dx'^ rfx* 

zal men hieruit dezelfde waarden voor a, /?, JR, als in {% 107) ge* 
vonden zijn, te voorschijn zien komen. 

Even als nu de raakiijn de liraiet is der door het raakpunt en 
een naburigpunt getrokken snijlijnen, en even als de kroratecirke^ 
zoo als wij reeds ter aangehaalder plaatse hebben aangetoond, de 
limiet is der cirkels gaande door drie achtervolgende oneindig digt 
bij elkander genomen punten; even zoo mogen wij elke kromme, 
die met eene gegevene eene aanraking van de n^ orde heeft , be* 
schouwen als de limiet van al de gelijksoortige krommen gaande 
door n + 1 op oneindig kleînen afstand van elkander verwijderde 
punten der gegevene kromme. Ten gevolge van deze vereeniging 
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of ineensroelting van n+lpunten, wordt de bedoelde limiet- 
kromme, de ineemmeUings^kromme ynn de n® orde genaaind. Zij 
voldoet ook werkelijk aan de opgegevene Toorwaarden , die het be- 
staan eener aanraking van de n* orde kenmerken. Immers laten 
yo« yvVf •'Vnde ordinaten , en o^o, Xi, x^ . . ar» de abscissen zijn der 
n+lpanten, Tolgens welke twee kroinme lijnen elkander snijden. 
Beschouweode nu elk dezer coordinaten x en y aïs eene fonctie 
eener derde onafhankelîjke yeranderlîjke f 9 dan is het klaar , dat 
de verhoudingen 

A« ' A**' ùfi ' * Al» 

Aa? A^* A'« ù!*x 
ÂiT' AÏ*"* a7»" ' ùF 

voor elke der beide krommen deselfde waarden in de n+ 1 snij- 
panten zullen verkrijgen, en zalks eveneeus ivaar zal zijn van 
hare limieten 

dy à^y d'iy dx d^x d'^x 

li' d^* ' dF' Tt ' dï*"' ' IF" 

Daar wîjders , door x als ooafhankelijke veranderlijke grootheid te 
nemen, de differentiaal-qaotienten van y ten aanzien van x , in functie 
van de voorgaande knnnen uitgedrukt vtrorden , zoo blijkt hieruit 

terstond, dat ook -7-, -r-^. . -— , in het raakpunt {x, y) dezelfde 

waarden voor beide krommen bekomen, en er diensvolgens tnsschen 
die krommen minstens eene raking van de n® orde ontstaat. 

§ 121. Wij hebben hiervoren (S 119) reeds opgemerkt, dat bij 
eene raking van eene evene orde de beide krommen elkander gelijk- 
tijdîg snijden. Nu is de raking des kromte-cirkels, gelijkwij gezien 
hebben , eene van de tveeede orde. Derhalve zal ook deze cirkel 
rakende en tevens snijdende rooeten zijn, even als bij eene raaklijn in 
het baigpunt eener kromme plaa ts vindt. Zie hier hoedanig men 
deze eigenschap voor den kromte-cirkel afzonderlijk betoogen kan. 

Laten OM, O'M' , O'Jtf " {fig. 50) de kromtestralen in drie panten 
Jlf, M\ M' eener kromme en OO'O" een boog der ontwondene 
voorstellen. 

Uit het punt 0' de lijnen O'M, O'M" trekkende, zoo volgt 
onmiddelijk uit de eigenschap der ontwondene (S 113), 

MO' = Jro + boog 00' > MO' 
en M'O' = itf"0" — boog O'O" < «"0'. 
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De kromte-cirkel uit 0' met O'M' als straal beschreven zal zich 
dus in de uabijheid van het pant Jf ', gedeeltelijk h(mn het gedeelte 
MM\ en gedeeltelijk hmeden het gedeelte M' M" der kromme uit- 
strekken, en deze alzoo in het punt M' moeten snijden. Hierdoor 
onderscheidt zich dan ook deze cirkel van aile andere in dat punt 
rakende eirkels, welker middelpnnien insgelijks op de norniaal 
M'O' gelegen zijn, doch die, of geheel binnen, of gehee) boren de 
kromme gelegen zijn, en tnsschen welke de kromte-cirkel een 
overgang daarstelt, hetgeen tevens tôt yerklaring strekt Tan de 
naauwere ineensmelting van dien cirkel met het élément der 
kromme , dan van eenige der overige genoemde cirkels , die eeniglijk 
door twee oneindîg digt bij elkander gelegen punten gaande, ook 
slechts eene raking van de eerste orde vormen. 

S 122. In sommige kromme lîjnen kunnen echter panten aan- 
ivezig zijn, alwaarde kromte-cirkel insgelijks eene bloote aanraking 
zonder snijding vertoont. Deze bijzonderheid heeft alleen dan 

plaats, bijaldien in dat pant tevens j^ dezelfde waarde verkrijgt 

voor de kromme en voor den cirkel , waaruît dan ook eene nog 
naanwere • aanraking , namelijk eene van de derde orde ontstaat. 
Bij de gewone raaklijn zîen wij hetzelfde gebenren , wanneer zij 

door een buigpnnt gaat, alwaar —^ ^^ wordt> hetgeen bij de 

vergélijking der regte lijn, y' = Ax' + B mede het geval is. De 
raking verandert alsdan in jeenc van de tweede orde , welke tevens 
eene snijding ten gevolge heeft. 

Bij den kromte-cirkel zal de aangevoerde omstandigheid te weeg 
gebragt worden, indien men hem als de limiet beschouwt van 
eenen door vier op elkander volgende punten getrokken cirkel. 
Men zal de algemeene vergélijking 

{y — ??+{^ — a)^ =R^. 

in zoodanig geval drie achtereenvolgende roalen hebben te diffe-* 
rentiëren, en alzoo het navolgende stelselvergelijkingenverkrijgen: 

(»-l»)g+— « = 0. 

r.v ^^y « ^y ^*v 

y — /3) 3~ H- 3 -r- - -—' = 0. 
^ ^^ ^^ dx^ ^ dx dx"' 
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dy d}y d^y 
Hierin zullen j-, ^-7, ir^ ia het raakpunt (^, y) dezelfde waarden 

hebben als die, ^elke de Tergelijking der gegevene kromme oplevert. 
Daar na drie vergelijkingen voldoende zijn ter bepaliog der drîe 
groothedea a, fi, i? , ziet men, dat de TÎer Toorgaande vergelij- 
kingen alleen dan met elkan^er kunnen overeenstemmen, bijaldien 
er tasschen de dififerentiaal-quotienten van de eerste, tweede en derde 
orde eene bijzondere betrekking bestaat, welke raen uit de beide 
laatste vergelijkingen kan afleiden , en waaryoor men zal vinden : 

{l+Èl.)^ = 3^.&)- . . . . (1) 
^ dx^' dx^ dx ^dx^^ ^ ' 

Uit het in § 121 gegeven betoog laat zîch nu gemakkelijk opma- 
ken, dat de bier bedoelde naanwere raking nimmer zal kunnen 
plaats vinden in die gedeelten eener kromme, alvraar de kromte- 
stralen steeds toe- of afnemende zijn ; raaar dat de mogelijkheid 
daartoe eeniglijk bestaat in kromme lijnen , van zoodanigen Torm 
dat de kromtestraal in een der punten zijne grootste of kleinste 
waarde bereikt; eene omstandigbeid welke dan 00k bevestigd 
wordt, door bet differentiëren der algemeene veaarde van den 
kroratestraal , ten einde naar de bekende regels , de voorwaarde 
te bepalen, "welke deze lijn tôt een maximum of minimum maken^ 
De vergelijking 



dz*f 

R = ±- 



(H---' 



d*y 
dji* 

geeft te dien einde, 

^^ _L_/i . dy^\ î wvrfîi-' ~^^'^dxiJdxt\ ^ 

dx = ±(^-^ii-) -7^^ = ^' 

waaruil, omdat de eerste factor niet nul kan worden, dezelfde 

di/ diy d^y 

betrekking als (1) tusseben de diiTerentiaal quotienten —, — -, -^ 
voortvloeit. De beoordeelingof bier maximum of minimum plaats beeft, 
zal het best kunnen gesebieden met bebulp der in f unctie van ^ofy 
berekende waarde van JR, voor eenîg onbepaald punt der kromme. 
Aeeds is in § 108 gebleken , dat bij elke der drie kegelsneden de 
kromtestraal in de toppen een maximum of minimum wordt, en 
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er alzoo in elk dezer punten eene raking van de derde orde met 
den kromte-cirkel ontstaat. Men zal zich ook gemakkelijk kunnen 
verzekeren , dat aan de vergelijking (1) werkelijk door de waarde 
der dififerentlaal-quotienten in die punten , voldaan wordt. Er Llîjft 
echter nog overig om te beslissen, of in elk dezer pnnten de 
kromte-cirkel zich buiten de kromme nitstrekt en dus deze omvat, 
dan of het omgekeerde zal plaats yinden. Hiertoe merke men op, 
dat bij eene raking der derde orde, het ordinaten-verschil 

f(a; + h)-F(x + h) =J^\f,(^ + ih)-F,{x + ih)\, 

Toor eene oneindig kleine waarde van h, hetzelfde teeken verkrijgt 
als het verschil f^{s) — F^(x). De kromme y = /(a?) zal dus de 
rakende kromme y = F{s) al dan niet omvatten, naar dat het 

laatste verschil , dat is het verschil der waarden van --^ in beide 

dx* 

krommen> positief of negatief is. Om zulks op de ellips van toe- 
passing te maken , heeft men (§ 108) 



dy _ b*x d^y _ _b^ d^y _ Sh^x 
dx a'y* dx^ a*y'' dx^ o*y5 ' 

d*y _ 






In het uiteinde der halve kleine as h zal men hebben 

^_0^ = _— ^ = ^ = — — 
dx~ ' dx^ a* ' dx* ' dx^ «*' 

De waarde van -r-^ in den kromte-cirkel is te vinden door dîffe' 
rentiatie der hiervoren verkregene vergelijking, 

of , na het elimineren van y — /9, 

dx ' dx* ' dx^ 'rfa:*' 



dx^ -i tdy 



s 



dx* 
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welke uitdrukLing, omdat in het bedoelde pnnt der ellips _l(=r 
wordt, zich herleidt tôt 

en hierin de opgegevene waarde Tan ^ sabstituerende, korot er 

voor den cirkel 

d*y _ _36» 
dx^ a*' 

Diensvolgens zal, omdat h(^a ondersteld is» 

36 36» 36 ,6» 

a,)-F,ix)=-- + - = -, (--1), 

een negatief teeken hebben , waaruit wij beslaiten, dat de krointe- 
cirkel aan bet niteinde der kleîne as , de ellips omvat , ea er in bet 
aiteinde der groote as blijkbaar bet tegenovergestelde zal plaats 
vinden. 

Bij de parabool en de byperbool zal men » nitboofde de raaklijn 
in den top loodregt op de as der x staat, x en y met elkander 
bebooren te rerwisselen , oni de voorgaande formale te kannen 
toepassen. Dat onderzoek zîj den lezer overgelaten. 

§ 123. Hervatten \vij, na deze uitweiding over den kromtecirkel , 
de algemeene bescboawing der kroralîjnige aanrakingen, waarom- 
trent nog bet een en ander valt op te merken. 

Neerat men n+lpunten op denomtrek eenerkrorame, dankan 
men een oneindig aantal kromme lijnen van verscbillende soort 
door die n + l punten laten gaan. De vergelijking van elke dezer 
krommen zal noodzakelijk n+1 standvastigen bevatten, die uit de 
bekende waarden der coordinaten van àen+l snijpunten kunnen 
afgeleid ^orden. Laat men nu die panten in elkander smelten , 
dan ontstaat bierait tusscben de beide krommen eene raking van 
de n® orde (§ 1 20) , en de n + 1 standvastigen worden alsdan bepaald 

• 

door de voorwaarden, dat voor de abscis x van bet raakpunt, de 
ordinaat y en bare afgeleide funtien tôt die der n® orde ingesloten, 
voor beide krommen , gelijke waarden verkrijgen. Zij y' = F(x')de 
vergelijking derineensmeltings-kromme, bevattende n+1 stand- 
vastigen, dan zal men de gegevene vergelijking n acbtereenvol- 
gende mal en ten aanzien van x' moeten differentiëren , en bierbij 
tevens y\ x\ door y, x^ vervangen. Men verkrijgt alsdan een 
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stelsel van n + 1 vergelijkingen, die tôt bepaling dcr standvasygen 
kannen leîden, en zoodezeiii de aangenomene vergelijking siechts 
indeeerstemagtvoorkoraeny zal raen voor elke standvastige siechts 
eene enkele waarde verkrijgen. Bîj de bepaling der stand vastigen, 
die tôt den kromtecirkel behooren, heeft men bienran reeds een 
Toorbeeld gezien (§ 107). 

De eenvoudigste kromrae lijnen, die raen tôt ineensmeltings 
krommen gebraiken kan, zijn de parabolische van verscbillende 
orden, begrepen in den algemeenen vorra 

en welke, in hetalgemeen, Toor geeneboogere ordevan raking met 
eene gegevene kromrae y = f{a;) vatbaar zijn , dan door den hoog- 
sten exponent van iv wordt aangewezen. 

De n + 1 standvastigen in deze vergelijking voorkoraende , 
laten zich uit de hiervoren vermelde voorwaarden aldus bepalen. 
Daar namelijk voor a?' = a?, y' in y moet overgaan , mag men aan 
de vorige vergelijking ook dezen vorra geven. 

y' =:y-\- a^{x' — a?) + «j(a?' — a?)' . . . -h a»(a?' — a?)*». 

Deze vergelijking nu n achtereenvolgende malen differentiërende^ 
en in aanmerking nemende, dat voor x'^ix^ 

vindt men op die wijze^ 

dy 1 d*y l d'y 

1 d^-Jy 1 d»y 

"n-i 2.3.»-i flfar»-! ^^ 2.3.. .n ' da?» ' 

Derhalve 

.-=y+S{''-)+ïSc'-')-+-ôr.g(''-')--w 

welke nitdrakking men insgelijks had kunnen afleiden nit de ont- 
wikkeling van y' z=zF[x)=iF\x -\-{x' — a?)), volgens de reeks van 
Tatior. 

S 124. In het bijzonder geval van n=l, verkrijgt men eene 
raking der eerste orde, gevende voor de gewone raaklijn, de be- 
kende vergelijking 
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Voor de gewone parabolische ralcings-krommcn , waarbij n=2 
wordt, yerkrijgt men de Tergelijking , 

y' = î' + Ë(^'-*)+i0(-'— )* ... .(3) 

Ten einde den stand dezer kromte-parabool zoo mede haren pa- 
rameter uit de vergelijking y = f{x) jler gegevene kromme te be- 
palen, zullenwij de, coôrdinaten van den top a, p, en den para- 
meter p noemende, de as der parabool evenwijdig aan de as der 
y mogen aannemen; in het tegenorergestelde geval toch zoa de 
vergelijking der parabool nog eene vierde standTastige moeten be- 
Yatten, die tôt bepaling yan den hoek der beide genoemde assen 
zoa dienen. Zij nu NRS {fig. 51) de rakende parabool in het pont 
M eener kromme A M M' \ R de top en RB de as der parabool. 
De coôrdinaten a en fi moeten voldoen aan de yergelijking (3) en 
daarenboYen aan de vergelijking 

dewijl de raaklijn in den top evenwijdig aan de as der a: loopt. 
Hiernit ontstaan alzoo de vergelijkingen , 

ax 2 dx^ 

dy ,d*y 

gevende ter bepaling van a en ^, 

dx dt/do? /^) 

dxl 

t=J. = \pL of y_;,= i-^. . . . (5) 

a — x — 2 dx y f' 2 d^y ^ ^ 

d^ 
Wijders is volgens de bekende eigenscbap de parabool 

T\ u 1 2{a — x) ♦ 2 
Derhalve p = J : :r: 

dx ds* 
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De vergelijkingen (4) en (5) strekken ter bepaling van de meet- 
kunstige plaats der toppen van de.rakende parabolen dcr gegevene 
^romnie. Met behulp der waarde van p kuunen zij insgelijks dienen 
om de meetkanstige plaats te vinden Tan de brandpunten dezer 
parabolen. Men verkrijgt alsdan de zoo -genaamde brandlijn of 
catacaustische kroinnie, ontstaande uit de snijdingen der achter- 
volgende terag-gekaatste lichtstralen, wclke ondersteld worden 
evenwijdig aan de as der ordinaten op den omtrek der gegevene 
kromrae te vallen. 

De coôrdinaten vanhet brandpiint zijn blijkbaar aen ^' :^fi p. 

Derhalve zal de betrekking tusschen a en j9', dat is de vergelijkîng 
der brandlijn , kunnen bepaaid worden door middel der verge- 
lijkingen 

dy dœ 

Voor de toepassing dezer formates verwijzen wij den lezer naar 
de théorie der brandlijnen, yoorkomende in onze WWkundige Men^ 
gelingen, uitgegeven in den j are 1823, alwaar dezelfde formules 
ait eene eenîgzins verschillende analysis afgeleid zijn. 

§ 125. Behalve de parabolische lijnen kan men elke andere wil- 
lekeurige kromme lijn y = F{x) van eene bepaalde soort eene 
raking van zekere orde met eene gegevene kromme y = f{x) doen 
ondergaan. Bevat de eerstgeraelde vergelijking p standvastigen , 
dan zal de raking van de eerste, tweede, enz. ofvande m<^ orde zijn, 
naardat er slechts twee, drie enz. of w + 1 der p vergelijkingen 
F{a;)=:f{x), F,{x)=zf^{x) , F^{x) = U[w).. Fp-.i(x) = fp-i[x), ter 
bepaling der standvastigen gebruikt zijn, waardoor dus aan p — m — 1 
standvastigen willekeurige waarden kunnen gegeven worden. De 
raking zal van de hoogste, dat is van de [p — 1)* orde worden, 
zoodra geene der p standvastigen onbepaaid blijft , als wanneer de 
kromme in de ineensmeltings of oscMUrende kromme overgaat, 
terwijl zij , in elk ander geval^ eene rakings-kronime heet van de 
m^ orde, indien er p — m — 1 standvastigen onbepaaid gebleven 
zijn, zoo dat men van dezelfde soort van krommen een oneindig 
I. 14 
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aantal i»il kunaen aanwijzen, die met de gegevene kroraroesleehts 
eene raking van de m^ orde daarstellen. Aidas zal raen b\jy. uit 
de vergelijking des cirkels 

door haar siechts eenmaal te differentiëren , niet het yereiscbte 
aantal vergelijkingen bekomen , ter bepaliog van a, /9, R in fanetie 
van X en y , raaar zal men bîerbij a.-m R willekeurige waarden kun- 
nen geven. Het aantal rakende cirkels is dus onbepaald, en al 
bunne raîddelpnnten liggen op de norraaal van het raakpunt , yer- 
mits de coôrdinatcn a , ^ tevens moeten voldoen aan de vergelijking 

iy—^) Y^ + x—a — 0. 

s 126. Uit het voorgaande rolgt nu tevens, dat raen van twee 
elkander rïikende kroramen yz=z^{x)^ y=:F{x) de orde van raking 
bepalen kan, door na te gaan hoe vele der acbtcrvolgende afge- 
leide fonctien , voor de abscis a; = a?, tôt bet raakpunt behoo- 
rende, dezelfde waarden in beide kromrae lijnen verkrijgen. De 
Inatste dezer fnnctîen zal dan, door hare rangorde, die der raking 
doen kennen. 

Men nerae tôt voorbeeîd twee parabolische kroramen y :=: aï" , 
yma?""^^, elkander beide in den oorsprong rakende, zoodat:r = 
de abscis van bet raakpunt voorstelt. 

De voorgaande vergelijkingen n — 1 malen acbtervolgens diffe- 

rentiërende, zoo blijkt terstond, dat -/ . -r-^ .... - — ^ in beide 

kroramen voor a; = verdwijnen, en alzoo dezelfde waarden ver- 
krijgen, terwijl die gelijkheid opbondt voor het n^ difierentiaal 
quotient. Deze twee kromraen hebben gevolgelijk eene raking van 

de (n — 1)^ orde. Voor » = - daarentegen zal de raking siechts van 

de eerste orde zijn, vermits -j^ in de eerste kromme oneindig, en 

in de tweede nul wordt, voor x = 0^ 

Tn vele gevallen zal het echtergemakkelijkerzijn teonderzoeken 
tôt welke rangorde van oneindig kleinen, hetverschil /"(^i + fc) — 
F{xi+h) behoort, in de onderstelling dat h eene oneindig kleine 
van de eerste orde is, waardoor de achtervolgende differentiatien 
kunnen vermeden worden. 

In ons vorig voorbeeîd bedraagt dat verscbil h^ — ^"■*' ^ r=z h^ (I — h), 



ZESTIENDE LES. 211 

zijnde eene oneindig^ kleinc van de n* orde. De raking is dus van 
de (n — 1)^ orde. 

Nemen wij tôt een ander voôrt}eeld de gewoneparabooly*=p4?, 
en de krointe-cirkel in haren top , lot vergelijking hebbende 

als zijnde de kromte-straal in den top ^= -p (S^ûB). 

Daar de raakiijn in dat punt met de as der y overeenkomt , zal 
men hier de assen moeten verwisselen (§ 118), waardoor de vergelij- 
kingen der beide kromraen overgaan in 

^* 1 t 

y = —, en y zzz ^p±i/(-p2_a;î). 

Men heeft dus voor het ordinaten-verschil , 

De wortel-grooiheid in eene reeks ontwikkelende, en zich tôt 
het benedenste teeken bepalende, verraits in den kromte-cirkel 
blijkbaar allecn de kleinste ordinaat in aanraerking kan komen , 
Tolgt hieruit 

f{h)-Fih) =—-L\ + ^enzA 

A* 

of f{h) — F{h) =: -— enz. 

P 
Dat verschil eene oneindig kleine van de vierde orde zijnde, 
zoo blijkt terstond, dat de kromte-cirkel in den top der parabool , 
eene raking van de derde orde heeft , even a!s reeds vroeger ge- 
bleken was (§123). Het negatieve teeken, waarmede het gevonden 
verschil aangedaan is, leert ons daarenboven, dat die kromte- 
cirkel geheel hinnen de parabool g^elegen is. 



âi2 
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Over de omhullende kromme lijnen, 

§ 127. Wanneer men aan eene der stand vastige grootheden, die 
in de vergelijking van eenige kromme lijn voorkomen, eene ver- 
anderlîjke waarde toekent , zullen hierait kromme lijnen ontstaan, 
die, of in ligging, of in afmetingen, of ook in beide opzigten tegelijk, 
van elkander verschillend kunnen zijn , boezeer zîj in elk dezer drie 
gevallen steeds tôt dezelfde soort van krommen behooren. Zij bijv. 

(or — a)* -{-(y — 6)* = r» 

de vergelijking eens cirkels, en laat hierin a op eene onafge- 
broken wijze veranderen , dan verkrijgt men eene reeks aan elkander 
gelijke cirkels , die eeniglijk door de ligging van hun middeipunt 
van elkander onderscheîden zijn , dewiji dat punt ten gevolge der 
verandering van de abscis a, zich volgens eene regte lijn even- 
wijdig aan de as der x beeft verplaatst. Stelt men daarenboven h 
gelijk aan eene gegevene fanetie van a, zoodat h te gelijk met a 
volgens de aangenomen ibetrekking veranderlijk is , dan verkrijgt 
men eene andere reeks van gelijke cirkels, welker mîddelpanten 
nu allen zullen gelegen zyn op den omtrek eener zekere kromme 
tôt vergelijking bebbende t z=z ç>[a), 

Men kan echter nog veronderstellen , dat ook de straal r , bij de 
beweging des middelpunts, volgens eenebepaaide wet verandere, en 
in grootte steeds overeenkome met de ordinaat eener kromme 
r = f{a) , behoorende tôt de abscis a. 

De hieruit ontstaande cirkels, welker middelpnnten op eene regte 
of kromme lijn liggen, zullen alsdan ook in grootte van el- 
kander onderscheiden zijn. In elk dezer gevallen nogtans zal 
men de grootheid a in de vergelijking des cirkels, als de onafhan- 
kelijke veranderlijkeraogen beschouwen, vermits die vergelijking bij 
den aangenomen veranderlijken toestand dezer kromme , op eene 
algeraeene wijze aldus kan voorgesteld worden * 

(^_o)2 + {y — ç>^a)y = (f(à))K 
§ 128. Dezelfde beschouwing op eene willekeurige kromme lijn 
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uitstrekkende , zal raen hare vergeliiking kunneii schrijven onder 
den vorm 

Fia;, y, a) = (l) 

waarin de grootheid a de veranderlijke parameter van de opvol- 
gende kromme lijnen genaarad wordt. 

Laat raen na a steeds aangroeîjen met het standvastîge verschil h, 
dan zullen de gegevene krorame , en die , welke door de verande- 
ring van a in a-\-h ontstaat , elkander in een of meer pnnten 
snijden , welker coordinaten bepaald worden door de waarden van 
ar, y, die aan de beide vergelijkingen 

Fix,y,a) = 0, Fix,y,a + h) = 0, 

voldoen. 

Op gelijke wijze kan men de overeenkorastîge snijpanten van al 
de achtereenvolgende kroramen bepaîen , en vervoîgens door regte 
lijnen met elkander verbinden, waaruit een veelhoek zal ontstaan. 
Neemt men echter h al kleiner en kleiner, dan nadert die veelhoek 
meer en meer tôt hare liniiet, welke in eene onafgebroken kromme 
)ijn overgaat, de meetkunstige plaats voorstellende van al de on- 
eindig digt bij elkander liggende snijpunten der opvolgende krora- 
men , en welke den naara van omhullende of omsluitende krorarae 
[courbe d'enveloppe) draagt , uit hoofde zij tevens de eigensehap bezit 
van al de kroramen, begrepen in de vergelijking F(a7,t/, o) = 0, 
gelijktijdig te raken. 

Voor elke gegevene waarde van a zullen de coordinaten der 
snijpunten van twee oneindîg digt bij elkander liggende krommen 
te bepalen zijn , door de oplossing van bct stelsel vergelijkingen 

F{Xyy,a) = 0, F(a;, y ,a + fl^«) = 0, 

als zijnde het eindige verschil h thans in da overgegaan. 

Daar echter de tweede dezer vergelijkingen blijkbaar niets anders 
beteekent, dan de eerste vermeerderd met hare differentiaal, eeniglijk 
ten opzigte van a genomen , laat zij zich ook aldus voorstellen : 

zoodat, stellende kortheidshalve IJ voor de f unctie ^(a?, y, a), de ten 
aanzien van ^ en y op te lossen vergelijkingen zich herleiden totdeze. 
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Om echter de yergelijking der orahallende kromrac te bekomcn, 
znl roen eene betrekking tasschen x en y hebbeii te zœken, die 
▼an den veranderlijken pararaeter a geheel onafhankelîjk zij , en 
dos voor aile opvolgende snijpnnten geldt, en hiertoe zal men 
blijkbaar kunnen geraken door het elimineren van de grootheid a 
tasseben de yergelijkingen (2). Dat deze kromme al de overigen; 
die ait de verandering van a ontstaan, gelijktijdig zal raken , hiervan 
kan men zicb geraakkelîjk aidas overtuigen. Men bescboawe drie dezer 
op elkander volgende kronimen ^iy À en ^', overeenstemmende met 
a — da^a ena+da, dan is het klaar, dat ^ door Ai en A' in twee 
oneindig digt bij elkander liggende panten gesneden wordt; de 
boog tasschen die panten een élément van de kromme A vormende, zoo 
zal de orahallende kromme, als de meetkunstige plaats dezer panten, 
noodzakelijk een élément met de kromme A geroeen hebben, 
waardoor das eene raking van de eerste orde zal ontstaan ; en daar 
zalks evenzeer voor elk der opvolgende kromraen geldt, is hierin 
het betoog der aangevoerde eigenschap gelegen* 

S 129. Wij zullen thans cenige voorbeelden laten volgen tôt 
nadere toelîchting der voorgaande théorie. 

P. De omhuîlende hromme le bepalen van allé eirheU van gelijken 
ttraal , welker middelpunten op eene gegevene lijn liggen ? 

Laat (x — a)>-j-(î/ — 6)» = r* (3) 

de vergelijking des eirkels, en 

y =z as ^ P 
die der regte lijn zijn. 

De coôrdinaten der opvolgende middelpanten zijn aan elkander 
verbonden door de betrekking 

6 = aa + ^, W 

db 
waarait volgt -—ma. 

da 

De vergelyking des cirkels ten aanzien vnn a difierentiërende, 

komt er 

db 

ar — a + (y— W^ = 0, 

of a? — a = — a {y — b) (5) 

Ora nu de vergelijking der begeerde kromme te verkrijgen , zal 
mena en b ait de vergel. (3), (4) en (5) hebben te verdrijven. Te 
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dien einde substituere raen de waarde van x — a in (3), waardoor 
deze overgaat in 

r 

dus a (a? — a) = -|- 



1^(1 +«*) 

Deze tvvee vergelijkingen van elkander aftrekkende , vindt men 
terstond met behulp van (-4), 

^ — ax — ^ == i r 1/(1 4- a*), 

De orahallende kromme bestaat dus hier in een stelsel regte lijnen , 
evenwijdig aan de lijn der raiddelpunten, en op afstanden + r van 
deze laatste verwijderd, zoodat al de verschillende cirkels tasschen 
die beide lijnen besloten zijn , hetgeen trouwens gemakkelijk a\iT%ori 
was in te zien. 

Neerot men de lijn der middeipunten tôt as der x aan , dan wrordt 
a = en /? = 0, en de gevonden vergelijking berleidt zieh tôt 

y zzr ±r. 

Onderstellen wij tbans, dat al de middeipunten gelegen zijn op 
den omtrek eens cirkels, tôt vergelijking hebbende 

a;»4-y« = «». ....... (6) 

De coÔrdinaten a en 5 der middeipunten zullen nu aan deze 
vergelijking rooeten voldoen , veaaruit volgt 

a» + 6* = «^ (7) 

hetgeen de vergelijking der zich snijdende cirkels doet overgaan in 

[x — aY + (y — l/(ft*— o*))* = r»,. 

zoodat deze thans van den enkelen parameter a afhangt. Het zal 
echter voor het eliraineren van a tusschen de laatste vergelijking 
en hare afgeleide ten opzigte van a , verkieslijk zijn , haren oor- 
spronkelijken vorra 

(iî— a)* + (y — 6)» = r> (8) 

te behouden, en hierbij 6 als eenc bekende fnnctie van a te be- 
schouwen, even als wij zulks in het voorgaande geval gedaan 
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hebbcn. Men heeft alsdaii, differentiêrende ten opxigte van a , 

db 
x-^a+{y — b)y- = 0. 

da 

db a 

of , omdat uit (7) volgt ,•--=: — ~ , 

da o 

j? = 7 î/ » dus b =z -^. 
o X 

■ 

Na sabstitatie dezer waarde van b in (7) en (8) , komt er 

?l/(a;*+y-«) = ±R, 



{' -)v(x^+y^) = ±r. 



a — X 

X 

Serhalre a?* + y* = (^ ± »*)', 

zîjnde de vergelijking van twee, met den gegeven cirkel, concen- 
trieke cirkels, tusschen welke al de veranderlijke cirkels besloten 
zijn. 

S 130. Het valt nîet moeijelijk op eene algemeene wijzé te 
betoogen dat^ welke ook de kromme lijn zij, waarop zich de 
middelpanten der cirkels bevinden , de omballende kromme steeds 
aan die kromme evenwijdîg is. 

Laten namelijk de coôrdinaten a en b ^ yoorkomende in de ver- 
gelijking des cirkels 

(a._a)î +(y — 6)» z= rS (9) 

aan elkander verbonden zijn door de vergelijking 

b = ç»(a), 
dan volgt uit (9) 

db 
a? — a+(y — fc)— = 0, 

dus (y-.6)v^(H-^^) =±r, 

V ,/, d5s. __ db 

(x-a)V^(l+-) =+r-. 

Zij < de lengte van een viril lekeurigen boog der kromme b = f'(a) 
gerekend van eenig bepaald punt, dan beeft men 

rf5* = do} 4- rfô*, 
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en hierdoor veranderen de beide voorg^aande vergelijkingen in 

da 
ds 

a; — a =z -4- r — 
^ ds 

Beschouwt roen nu de coôrdinaten x en y van eenig punt der 

orahulleude kromnie , aïs functiën der abseis a van bet middelpunt 

des rakenden cîrkels, dan zal raen de vergelijkingen (10) tenaanzien 

van 8 aïs functie van a mogcn differen tiëren > en bierbij geraaks- 

halve ds standvastîg aanneraen , in welke onderstelling inen 

verkrijgt, 

dy dh d*a 

ds ds d#' ' 

dx da d^b 

57""d7 ~ ^^dT*' 

Vermenigvuldigende tbans de eerste dezer vergelijkingen met da 

en de tweede met db^ dan geeft bet verscliil der prudacten, uit 

hoofde van 

dad^a H- dbdn =z 0, 

dy do! — = 0. 

^ ds ds 

_ , - dy db 

Derhalve -:- = -r-« 

da; da 

ten blijke dat de raaklijn aan bet punt {x, y) der ora|ial1ende 

kromme steeds evenwijdig loopt aan die van bet overeenkomstige 

punt (Uf b) der gegevene kromme. 

De vergelijking 

x — a + (y — 6)-- = 0, 

da 

dx 

of y — 5 = .— (ar — a)^, 

toont daarenboven aan, dat de lijn, die de overeenkomstige punten 
(x, y) en (a, b) vereenîgt, eene normaal van beide krommen is, 
zoodat cUc pant der orahullende kan bepaald worden door op die 
normaal, ter wederzijde van bet punt (a, 5). een afstand gelîjk 
aan den straal r uit te zetten. Men verkrijgt bierdoor de beide 
evenwijdige krommen , welke al de cirkets omsluitcn , wier raiddel- 
punten op de gegevene kromme gelegen zijn. 
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2\ De omhulUndê kromme te vinden van aile ellipsen , voor welke de 
som der beide assen eene ttandwutige toaarde behoudi^ en die allen 
hetielfde middelpunt hebben. 

De gegevene vergelijkingen zijn hier 

L- «L- zzz 1 

a* 0' 

a -i- i = c. 

De eerste ten opzigte van a differentiërendc , koint er op grond 
der aangenomen betrekking tasscheii a en &, 



waariiit volgt 












of 



a'* a* y' 6' 



Derhalve (- f + (^f = 1 . 

voor de vergelijkîng der orahullende Itrorame, zijnde eene hypo- 
cycloide, voortgebragt door eenîg pont yan een cirkeUomtrek , 
rollende tegen den binnen omtrek eens anderen cirkels van eeiien 
vierniaal grooteren straal c. 

§ 131. Men kan eene regte lijn zoodanig doen bewegen in een 
vlak, dat zij aan eene bepaalde voorwaarde blijft voldoen, en als 
dan vragen : welke kromme zij in hare opvolgende standen steeds 
raakt, dat is met andere woorden, de orahallende kromme te be- 
païen , die de raeetkunstige plaats voorstelt der snijpunten van al 
deze lijnen. 

Stel bijv. dat de lijn zicb in dier voege tusschen twee regthoekige 
assen beweegt , dat de som der afstanden tusschen den oorsprong 
en hare snijpanten met die assen standvastig blijve. 

Zîj de vergel^king der bewegende lijn, 

^ , y _ 



a b 
dan heeft men hierbij te voegcn de voorwaarde 
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Oifferentiërende ten aanzien van a , vindt men , met inachlne- 
miog, dat •-- =— 1 is, 

CM 











ne 


* «• 






en 


hiernît 


volgt 


verder 


















X y 


a : 5, 






dus 


i 


a; 
a 


: 1 — 


a : e. 


en ^ : 




I — 


b 


of 






es 


= a», 


cy — 


b\ 










Vcx -H Vcy 


— a + 6 


— f^^ 


1 










c e 


y 





Cf 



voor de vergelijking der begeerde kromme , die blijkbaar een pa- 
rabool zal zijn. 

Men zal overigens gemakkelijk vinden , dat de as der parabool 
overeenkomt met de lîjn die den hoek der coôrdinaten-assenmidden 

door deelt , en de top op eenen afstand uit den oorsprong 

verwijderd is, terwijl de parameter tôt waarde heeft c\/2. 

Het behoeft ook naaawelijks opgeraerkt te worden , dat de voor- 
gaande uitkomsten evenzeer gelden, bijaldien de beide assen elkan- 
der onder eenen willekeurigen boek snijden, mits x en y alsdan 
de scbeefboekige coôrdinaten van eenig pant der kromme aandai- 
den. In elk geval znllen die assen tevens raaklijnen aan de para- 
bool , en de afstand van elk der raakpiinten tôt aan den oorsprong 
gelijk aan c zijn. 

§ 132. Onderzoeken wij thans welke de ombullende kromme zal zijn, 
bijaldien de regte lijn zieh in dier voege tusseben twee regthoekige 
assen beweegt» dat de afstand tusseben bare snijpunten met die 
assen dezelfde lengte c beboudt , zoodat al de bierait ontstaande 
regtboekige drieboeken dezelfde bypotbennsa verkrijgen. 

Stellende wederom vôor de vergelîjking der veranderlijke lijn^ 

a b 
dan komt bierbij de voorwaarde 

db a 

ge vende r- = — --. 

da b 
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De eerstc vergelijking tenopzigtevanadifferentiërende, heeft raen 

— — V - — 



of 



f- — ï^ 



dus ~ : ? = û« : 6* , 

a h 



waaruit 



- : 1 = a* : c^ 



a 



^ : 1 = 6* : c», 



en c^x z=z a', c^y =. 6', 

ce ce 



Derhal ve 



ÔV (?)*=!, 



zijnde dezelfde krorame aïs , in het ?oorbce1d der ellipsen met ver- 
anderlijke assen , hiervoren verkregen is {*). 

§ 133. Laat mcn eene lijn zoodanig bewegen , dat zij steeds 
raaklijn zij aan eenjge gegeven kromrae , dan is het daidelijk , dat 
deze laatste in dat geval de ombullende krorame zelye voorstelt, 
hetwelk ook , door de algeraeene théorie , aidas bevestigd wordt. 

Zij y =. ^{x) de yergelijking der gegevene kromme, en laten 
a, 6 de coôrdinaten van het raakpunt zijn, dan heeft de verander- 
lijke lijn tôt vergelijking 

dh 

y — h = {00— a)—, 

(ta 

of y — ç>{a) z= (x—a) sPi(a) , 

waaruit , door differentiatie ten aanzien van a volgt , 

— ^i{à) = (x—a) f>î(a) — ç>i{a) , 
of a; — a =z 0. 



(*j In het II» deel, bla(Iz.573 àei Verzameling van Voorstellen^ uitgeg;even door 
het wiskundig genootschap : Een onvermoeide arbcid komt ailes te hoven « vindt 
men eene andere oplossing van hetzelfde problema door Baitgha gegeven, en 
waarin tevens eenige opmerkelijke eigenschappen der orahullende kromme zijn 
aangewezen. 
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£)irainerende a tusschen deze en de voorg^aande vergelyking, 
verkrijgfl nien voor die der orahullende kromrae 

y — ^{œ) = 0, of y = ç(x), 

ZLJnde dezelfde als de vergelijking der gegevene krorame. 

Indien ecliter de bewegcnde lyn overal norraaal op de kromrae 
y = ç>{a;) raoet zijn , dan heeft men voor de vergelijking dezer 
lijn, gaande door het puni (a, 5], 

s — a H- {y—9ià})çiia) = 9, 

en voor hare afgeleide ten opzîgte van a, 

~ 1 — (>i(a))2 + (y — sp(a)) ^^{0} = , 
waaruit volgt » 



y — 9{o) 



X — a 



db da»-f-d6* 



da d^b 

Deze uitkomsten overeensteramende met de in deX/F* Le* gevon- 
dene formules ter bepaling van de ontwondene eener kromme, 
zoo besluit men bierait terstond, dat de kromrae, welke door de 
verschillende normalen geraakt wordt, of de orahullende dezer el- 
kander snijdcnde lljnen, geene andere dan de ontwondene der 
gegevene krorame kan zijn, zoo als zulks ook uit den aard der 
zake te verwachten was. 
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ACHTTIENDE LES« 

Differentiatie van functiën van twee of meer 
onafhankelijke veranderlijke grootheden. 



S 134. Indien er een aantal van p vergelijkingen çegeven zijn , tus- 
schen p + n onbekende grootheden , zal meu geene genoegzame 
gegevens bezitten, ora elke dezer onbekenden afzonderlijk te be- 
palen. Door echter aan n derzelve willekeurige waarden toe te 
kennen, kan raen elke der p overige alsbekend aanneraen, en daar 
bare waarden te gelijker tijd veranderen met die, welke deze 
n grootbeden naar welgevallen kiinnen verkrijgen, vvorden de eerste 
gezegd functiën te zijn van n van elkander onafhankelijke veran- 
derlijke grootheden. 

De onderwerpen, in onze voorgaande lessen behandeld, betroffen 
uitsluitend de functiën eener enkele veranderlijke grootheid , zoo 
uit een zaiver analytiscb als uit een raeetkunstig oogpunt beschoawd. 

Thans stellen wij ons voor, aan het begrip der differentialen en 
afgeleide functiën van verschillende orden eene raeerdere uitbrei- 
ding te geven , door hetzelve mede van toepassing te inaken op 
functiën van twee of meer van elkander onafhankelijke veranderlij- 
ken. Onder het diflFerentiëren van dergelijke functiën kan blijkbaar 
niets anders verstaan worden, dan het bepalen der betrekking 
tusschen de gelijktijdige oneindig kleine aangroeijingen van elke der 
veranderlijken , en die, welkë de functîe zelve ondergaat, daarbij 
onderstellende, dat die verschillende oneindig kleinen allen van 
iiezelde orde zijn. 

S 135. Ten einde hierbij van het ecnvoudige tôt hot meer za- 
înengestelde over te gaan, zullen wij in de eersie plaats functiën 
«ran slecbts twee veranderlijke elementen behandelen. Zij dan 

«=/'(^. y) 

«ene zoodanige functie. Daar hier a; en y van elkander geheel onaf- 
hankelijk zijn , kan er ook ffCGne bepaalde betrekking bestaan 
Insschen de gelijktijdige aangroeijingen van a; en y , het zij men 
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die eindig of ODeindig klein neme, zoo dat men elk cicruent ook 
afzonderlijk kan doen aangroeijen, en het andere daarbij aïs eene 
stand vastige grootheid beschouwen. Laten dan l\x en Ay de wille- 
keurige eindige aangroeijingen van de veranderlîjken x en y voor- 
stellen, en A* die, welke de functie z ten gevolge der gelijktijdigê 
aangroeijingen van hare beide elementen ondergaat, dan heeftraen 
blijkbaar 

A2 = /(iP-l-Aa?, y + Ay) — /(^, y) ...•(!) 

Het kan hierbij gebeuren , dat de aanvankelijke waarde van z 
grooter is dan die, welke zij na deze gelijktijdigê aangroeijingen 
verkrijgt, als wanneer het Iweede lid der vergelijking (1) en dus 
ook A* met een negatîef teeken aangedaan wordt, in welk geval 
de aangroeijing in eene vermindering overgaat, even als wij zulks 
reeds bij de functiën van ééne veranderlijke grootheid hebben zîen 
plaais vinden. Zoo lang derhalve het teeken van A* onbekend 
blijft , kan men A« als eene aangroeijing der fanctie z beschouwen. 

Laat men echter x oî y alleen aangroeîjen , en dus y oî x onver- 
andcrd, dan hebben wij in het eersle geval 

Lz = f{x + Lx,y) — f{x,y) (2) 

en in het tweede 

Lz — f{x,y+l\y)—f{x,y) (3) 

Deze beide laatste waarden van A^ raogen niet met de eerste, 
volgens verge], (1), verward worden , dewijl zij uit verschillende 
onderstellingen afgeleid zijn. Ora die behoorlijk van elkander te on- 
derscheiden, is men veel al gewoon voor de beide laatsten te schrijven 
ù^x* 9 A^2y ter aanduiding dat daarbij x ot y alleen als veranderlijk 
aangenomen is. Zij worden uit dien hoofde de partiele of gedeelte- 
lijke aangroeijingen vans genaamd, terwiji daarentegen A< de 
volledige aangroeijing der functie voorstelt. 

Men kan de vergellijking (1) ook onder de navolgende gedaante 
schrijven 

A2 = /'(a?-|-Aa?, y) —f[x, y)'\-f[x -^ ù^x, y -f- A y) — /(^ +Aa?, y). 

of hetgeen op hetzelfde neêrkomt , 

^ A^+Aa?,y ) — /(a;,y) f[x+l\x,y+ù,y) — f[x+^c^ 

AS — — ; . Aa?H Ay- 

A^ Ay 

Laat men nu A^p, Ay in deoneindig kleine aangroeijingen dx^ dy 
overgaan , dan beleekent het eerste gedeelte van het tweede 
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lid der voorgaande vergfïlijking , indien men zich bij dilferentialen 
van de eersie orde bepaalt, de waarde van — r^- dj? =---.dar, 

dz dx 

hicrbij onder den coefficient -^ verstaande, de eerste afgeleide fanctîe 

dx 

van z in de onderstelling van y stand vastig^ of wel bet partiele 
differentiaal-quotient van de fanctie z, alleen ten opzigte van œ 
genoraen. 

Het andere gedeelte der voorinelde vergelijking zal, in die zelfde 
onderstelling, overgaan in 



dy 



■■'»=r-^+")'"=C7 +•)•'» 



dz 

waarin a slechts eeneoneindigkleine waarde voorstelt, en ~ de afge- 

leide fanctie van z, x stand vastig zijnde, of wel het partiele difie- 
rentiaai-qaotient van i ten opzigte van y betcckent. Yoor de voUedige 
waarde van d% verkrijgen wij niîtsdien , 

dz dz ^ 

di=z—-- as -^ -— dy 4- ady, 
dx dy ^ ^ 

Daar echter de laatste term ady eene differentîaal minstens van de 
tweede orde voorstelt, en alzoo ten opzigte van de beide of voor- 
gaande termen te verwaarloozen is, zal nien raogen scbrijven 

dz dz 

dz=--dir+ -pdy (4) 

dx dy 

flet blijkt bieraît dat de volledige differentiaal eener funetie van twet 
van elkander onafhankelijke veranderlijken zamengesteld U uit de sont 
der partiele differentialen , welke men verkrijgt , door hierlnj heurielings 
eene dezer veranderlijken ah standvastig te heschouwen. 

S 136. Om tôt de zoo even gevondene uitkomst te geraken, bad 
men ook aidas kannen redeneren : 
TJit de vergelijking 

volgt (erstond, door in elken term, y met Ay te doen aangroeijen , 

«4- A«=/l4r + A JF. y + A y) = « + Ay » + At «+ Ay. Ar X. 
Derhalve 

. ùxi , . Ay2 ^ , Ay.Ax« ^ ^ 

A2 = -— . Aar+ — -. Ay+ ; ^ ■ » A y A*. 
A a? A y AyAa? 



i 
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Yeranderen wij thans Ai?, Ay, ÙlX in dxf dy^ dz , dan gaan de ver- 
hoadinsen -^, — ^ over in bare limieten r'' t-i en de wij 1 de 

A^ Ay dx dy 

laatste term, die met het prodact Ay A^ aangedaan is, eene 
oneindig kleine Tan de tweede orde aandnidt, bepaalt zich de 
waarde van d% tôt dezelfde, welke hiervoren in verg. (4) vervat is. 
In navolging van Gaitght, zallen wij de partiële differentialen der 
fanctie 2, ten opzîgte van s en y, kortheidshalve door d^^i en dyZ 
aanwijzen. Hierdoor vcrandert de vergel. (4) in dezemeer eenvoudige 

dzzzzd^z + d^. 
Zij bijv. 

a?* a* a?* 



y V[x*+y^) 

dan vindt men voor de partiële differentiaal qaotienten, 

di ~ "y" "*" |/U«H-y*)» ' 

dz a?* a*a!*y 

ly~~y* ~ yW^H^* 
Derhalve zal men voor de volledige differentiaal van z bekomen, 

s 137. De vergelijking 

dt dx 

^ = di^ + di^y 

zoade hare beteekenis geheel verliezen, indien men haar, door dx 
deelende, onder dezen verra wilde schrijven 

dz dz dz dy 

dx dx dy dx 

Immers kan het differentiaal quotient ^ geene bepaalde waarde 
aanwijzen, zoodra er tusschen x en y, en dus ook tusschen de 
differentialen dxydy, geene betrekking van afhankelijkbeid bestaat. 
Alleen dan zou de vergel. (5) als van eenige beteekenis kunnen aan- 
gemerkt worden, indien werkelijk y van x af hankelijk , en du^ z 
insgelijks als eene functie van de enkele veranderlijkeo? te besehouwen 
ware. In dat geval behoort men echter onder het oog tebouden, dat de 
I. 15 
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verhoading —, die het eerste lid der yoorgaande vergelijking QÎtmaakt, 
geenszins dezelfde waardeTOorsteltals -- in het tweede lid voorko- 
mende. Deze laatste beteekent steeds het difierentiaal quotient der 
nog uit jc en y zamengestelde functie s, ecniglijk ten opzigte van 
X genomen, terwijl de eerste aanduidt het difierentiaal quotient 
Tan ij nadat de verandcrlijke y daaruit verdreven, en ànax=:zf[s,y] 
overgegaan is in j? = ^{x). C) Het voorgaande voorbeeld zal zalks 
nader be?estigen. Onderstellen wij daarbij 

y> =1 px, of y = Vpx, 

dus ■:r- = « ^-• 

dx 2 X 

De partiële difierentiaal quotienten veranderen thans, door de 
substitutie der waarde van y, in 

dx p ^ V(x+p)^ ' 

dx a?' a^xVp 

dy p \/(x-^pY' 

Dns, volgens verg. (5) 

^* i •,/^ . o'(^+2p)|/a? l . yX 1 a^pVx 
da? p V^(ir+p)» 2 p 2 |/(ar-f-jp)» 

2 p"^ 2v^(:i;+p)» • 



f^) De beroemde Eulir onderscheidde uit dien hoofde de parliêle differentioal 

quotienten Tan do OTOrige, door Toor de eersto te gchrijven f-f^ ( — ) , welke 

schrijfwijie echter later in onbruik geraakt is, uit hoofde er bij onafhankelîjke 
'veranderlijke elementen, door het -weglaten der haakjes, geene verwarring lal 
Vunnen ontstftan. Het «oude Toorzeker ter Tereenvoudigin^; in het opschrijven der 
partiële differentiaal quotienten van Terschillende orden kunnen strekken , bijaldien 
men overeenkwam de verhoudingen 

dz dz d*z d^z d^z 

dx * dy dx* * d^ ' dxdy 
Toortaan door 

te vervangen. 

Van deze vereenvoudigde notalie hebben wij reed» gebruik gemaakt in onze 
Mémoire sur ta théone des caractéristiques , te Tinden in het VI« deel van de 
verhandelingen der 1« klasse van het K. N. Inatituat. 
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Ëliraineert inen nu y uit de waarde van z, dan heeft men 



x-hp 
Derhalve 

— =: Lxw — hû y] ^ V \ 

dx 2 p 'x-^ p 2 (.T-f-p)'> 

2 p"^ 1V{x+pY ' 

welke uitkomst met die volgens verg. (5) geheel o?ereenstemt* 

§ 138. Alvorens tôt de behandeling der functiën van nieer dan 
twee veranderlijke grootheden over te gaan , achten wij het nîet 
overbodig het onderscheid tosschen de drie verschillende aan- 
groeijingen, waaryoor de fanctfe % vatbaar is, door eene raeet* 
kanstîge bescbouwing, nader toe te lichten. 

Neraen wij in het vlak der coôrdinaten-assen OX, OT {fig, 52), 
een punt P[Xjy) aan , en rigten wij in dat punt eene loodlijn PM = x 
=1 f[Xf y) op, dan zal de meetkunstige plaats van aide panten M^ 
in het algemeen, een gebogen vlak voorstellen, tôt vergelijking 
hebbende z =. f[x^ y). 

Men brenge door de ordinaat MP twee vlakken evenwijdig aan de 
yz, en xz vlakken , en welke het gebogen oppervlak snîjden volgens 
de kromme lijnen MB y MC. Voor aide punten der eerste kromrae 
zijn de coôrdînaten t/, z veranderlijk, tervFijl x = OQ eene stand- 
vastige waarde behoudt. Yoor al de punten der tweede daarentegen 
zijn de coôrdinaten x, z veranderlijk, terwijl y = OR standvastig 
blijft. De vergelijking z = f{Xy y) behoort dus raede tôt elk der beide 
krommen, niîts daarin beurtelings x en y als standvastig aanne- 
mende. Gaatmen nu in de kromme MC van het punt Mix^y^z) tôt 
het naburig punt m over, voor hetwelk x met zijne differentiaal 
dx is aangegroeid, terwijl y onveranderd gebleven is, dan zal het 
oneindig kleine verschil tussehen de naburige ordinaten MP^ fitp, 
de partiel e differentiaal van s ten opzigte van x, of de waarde 

mm dj,z = ~ cfa; voorstellen. Bij den overgang van het puni M ioi 

het naburige punt m^ in de andere kromrae MB , als wanncer 
y met ày aangegroeid , en x standvastig gebleven is , zal het 
oneindig kleine verschil tussehen de twee naburige ordinaten MP, 
w,pi, de partiële differentiaal van z ten opzigte van y, of de waarde 
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van dffZ z=i y dy voorstelleD. Brengen wîj thans door de ordînaten 

^V* ^tVi twee vlakken insgelîjks evenwijdîg aan de reeds genoeinde 
coôrdinaten-Tlakken, dan zullen hunne doorsneden met het gebo- 
gen oppervlak twee andere kronimen BiM{m, CitniMi opieveren. 
De gemeene doorsnede ifiPi dezertwee vlakken , is de ordîaaat van 
een derde naburîg pant JUi, welks projectie P| tôt coordinaten 
heeft x + ds, y-^dy. Het oneindig kleine verschil tiisschen deze 
ordînaat en de aanvankelijke ordinaat MP ==: z, zal hier de vol* 
ledige differentiaal dz , ontstaande nit de gelijktijdige aangroeîjîngen 
van a: en y aandoiden. De figoar toont wljders aan, dat de over- 
gang van het pant M tôt het pnnt if, op het gebogen vlak , dat 
is van s tôt z + dz, kan geschieden op twee verschillende wijzen, 
naroelijk, of van M tôt m op de kromme CM, en vervolgens van m 
tôt Ml op de kromrae ^t''^ ; of wel van M tôt iR| op de kromme 
BMi, en vervolgens van m tôt Mi op de kromme CiMi. In het 
eerste geval verandert s in z+d^z, en deze vervolgens in 

z + d^ + dy{z + d^) = « + rf^ + df^4-i^^jg, 

en in het tweede geval verandert x in s + d^s, en deze vervolgens in 

jr H- dy« + dx{z H- d^js) = « + d^* H- d^r -f- dxdyZ. 

Beide nitkomsten dezelfde waarde voor z -^dz raoetende opieve- 
ren, zoo volgt hieroît in de eerste plaats, dat de differentialen 
df^jpZ , djd^z gelijke waarden hebben , en wijders dat, nithoofde 
deze laatste differentialen van de tweede orde zijn, en aizoo ten 
nanzien van die der eerste orde mogen verwaarloosd worden, raen 
zal mogen stellen, 

z + dx = ' + djjs -{- dj,z y 

- • , • dz . dz ^ 

of dz = dxZ'^'dyZ = _ ctrH----ay. 

dx dy 

even als reeds hiervoren gevonden is. 

Wij leeren hieruit tevens, dat het gebogen vlakje Mm M^mi , het- 
vrclk den oneindig kleinen regthoek dx dy tôt projectie op het xy 
vlak heeft, met verwaarloozing der oneindig kleinen van hoogere 
orden, als een plat vlakje mag besehoawd worden. Immers, indien 
de vier hoekpanten M, m, ilfi, nii in hetzelfde vlak liggen, dan 
is, volgens eene bekende eigenschap, 

MP + MiPi = ^V'^^\V\'» 
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dz dx 

dx dy 

dz dz 

dat is d* = --(fa?-f- -— dy. 

Daarenboven geeft de hîervoren gcvonden gelijkheid d^ji^z zzz d^jd^t 
te keonen, dat raen door éene herhaaide differentiatie der fanctie z^ 
in de onderstelling dat beurtelings sieehts x oî y veranderlijk is, 
dezelfde uitkomsten Terkrîjgt , in welke orde deze achtervolgende 
difierentiatiën uitgevoerd worden. Zulks is reeds in § 36 gebleken, 
bij het differentiëren eener fanctie van x^ onder den yorm f(x, y) 
zzz Oy terwijl het aldaar gegeven analytische betoog blijkbaar 
even geldig is^ hetzij de veranderlijken or en y al dan niet van 
elkander afhankelijk ondersteld worden. Wij zullen in de volgende 
les gelegenheid hebben op deze eigenscbap terug te koraen. 

S 139. Beschonwen wij tbans eene fanctie 

van een vîDekenrig aantal van elkander onafhankelijke verander- 
Hjke elenienten, en laten wederom de verschillende partiële diffe- 
rentialen van u, alleen ten opzigte van x ^y ^z, enz. genomen, door 

du du du 

dxU =1: -^dx, dyU z=z -—-dy^ dgU = -r-dz, enz. 

ax dy dz 

en de volledige differentîaal van u, doorJu voorgesteld worden. 

Zoo men x eu y gelijktijdig verandert, en daarbij elk der overige 
elementen aïs standvastig behandelt, gaat u over in u -^ d^^u -^^ dyU. 

Laat men nn in deze uitkorast z met dz aangroeijen, dan is het 
cm het even als of men in u, aanvankelijk x^ y en z gelijktijdig 
had doen aangroeijen. De vorige nitkomst verandert hierdoor in 

tt -h d^u -h dytt + dgU + d^d^u-^-dgdyUy 
of met verwaarloozing der hoogere differentialen , in 

tt + djgU + dyU -f- dgU . 

En op die wijze voortgaande, komt men spoedig tôt de algemeene 
differentiaal-betrekking 

du = d-pU H- dyU H- dgU H- dtu + enz. , 

du du du du 

of du =. -T-dx + -T-dy + -r ^* -H -r-: A + enz. 

dx dy ^ dz di 
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welke raen ook gewoon ia aldus te schrijven 

df àf df df 

dx dy ^ d% ^ dt 

en waaruit wij raogen beslaiten , dat de volUdige differentiaal eener 
funciU van een iotlleheurig aantal van elltander anafhankelijke eUmenten 
xatnengesteld U uit de gom der partieU differentialen dexer funciie geno- 
men^ heurtelings ten opzigte van elk der veranderlijke elementen in het 
bij sonder y daarhij de overige als itandvaitigen heschouwende. 

Bestaan er tasschen deze yeranderlijke grootheden eenîge be- 
paalde betrekkingen, hetgeen onder anderen plaats vindt, indien 
l)îj^* y* '» ^ enz. allen gegevene fanctiën van x zijn, dan zal men 
in de Torige algemeene oitkomst sleehts te sabstitueren bebben 

^dx, -T-dx^ T ^f ^^^» ^oor dUf dz, dt enz. Men verkrijgt hier- 
or dx ax '' 

door Yoor de differentiaal van u bescboawd als eene functie van 
het enkele onafhankelijke élément x^ 

du du dy du d% 

^ dx dydx dt* dx 

Stellen wij bijv. 

u = xy xty 
dan heeft men terstond 



idtt du dy du dz i , 

dtt= U--}---.^^-!---.. — + eni. dx. 



du = yzt dx + xzt dy + xyt dz + xyz dt , 

en in het geval dat x^y,Zfty fanctiën eener nieuwe veranderlijke 
x' zijn, 

du dx dy dt dt 

Is u eene functie van ^ + y + ^ + • • • > dan zullen al hare ge- 
deeltelijke differentiaal qnotienten dezelfde waarden verkrijgen. 
Immers, stellende 

dan wordt u eene functie van t, en uit dien hoofde 

du du dt du du dt 

dx dt dx* dy dt dy* 



Uit de waarde van t volgt echter^ 

4t _àt _ dt 
dx dy dz ' 



= 1. 



Derhalve 



du du du du 

dx dy dz ' " dt' 
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§ 140. Zij u =: f(^,yiS)9 en laten x^ y^ x elk op zich zelve 
eene willekcurîge functie zîjn van drie andere onafhankelijke ver- 
anderlijke groothedén p» ^, r, dan zal men, u als eene functie van 
p, g, r beschouwende, even goedraogen schrijven 

du , du , au , 

' du = ^ da; + -p- dv + — d-s (6) 

ax dy " ds ' 

du du du 
als (J« = ^-dp + -dç +— rfr (7) 

Men kan zulks aldus betoogen. 

Daar namelijk x eene functie van p^ q, r is, heeft men 



en insgelijks 



dx ^ , dx ^ dx , 
dx =— dp + -T- dg + -- dr, 
dp dq ^ dr 

dy =p. dp + -^^dq -h^ dr, 
dp dq dr 

dq ds dz 

ds =: ^ dp + --- dq -}- -r- dr. 
dp dq dr 

Deze waarden substituërende in de verge1ijking(6)y komt er 

1 du dor du dy du dz i 

du =: 1 H dp, 

' da? dp dy dp dz dp^ 

idu dx du dy du dzi 
-I- — . 1 Z.-.J ., — \dq^ 

^ dx dq dy dq dz dq^ 

\du dx du dy du dsi 
+ 1 i -I \dr. 

^ dx dr dy dr dz dr^ 
De groothedén tusschen de haakjes juist met de waarden van 

du du du 

T"t T » -7- overeenkoraende , zoo blijkt hieruit de waarheid van het 

dp dq^ dr ' •* 

gestelde , en men zal zich op eene gelijksoortige vrijze geraakke* 
lijk kunnen overtnigen , dat zulks eveneens geldt van een wiile- 
keurig aantal veranderlijken, waarvan elk in het bijzonder eene functie 
is van een zeker aantal andere onafhankelijke veranderlijken. 

S 141. Onder eene gelijkslachtîge functie (fonctionhomogène) van een 
willekeurig aantal veranderlijken a?, y,2f, i..., verstaat men zoodanige 
functie, welke de eigenschap bezit , dat elk van hare termen, na ver- 
andering vau 07, y, 2, 1. . . in ix y iy, iZy it, , ,, door dezelfde magt 
van den factor t deelbaarwordt. De exponent dezer magt wijst als 
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dan den graad der faactie aan. Alzoo znlloi biJT. de uitdrokkingen 

y» y{jfU'—t*a*) 

ex* 

ax^y -I- 5i/(ar«4-«*) 1 

X 

gelijkslachtige fanctien van den tweeden en derden graad ûjn. 

Zal dns u = F(XyyyZ, t...) eene dergelijke fimctie van den «i^ 
graad zijn, dan wordt hiertoe gevorderd , dat 

Fiix,iy,iz...) = i^F{x,y,z...) 

zij. Het Yoorste )id dezer vergelijking aïs eene fonctie yan i be- 
schouwende, enstellende 

ix z=z x\ iy z=z y\ ix zzz x' eni., 

verkrijgt men, na différencia tie ten opzigte van t ($ 139) 
du àx' du ày' du àx' 

M ^^' ày' dx' 

Maar ^-^.zzzx^ -^ = y, tt- = «v 

d» * di ^' di 

zijnde, zoo verandert de voorgaande vergelijking in 

du du ^ du ^ _ , 

en door tevens i = 1 te stellen , komt er 

du du du 

d^ dy dx 

waariiit de navolgende opmerkelijke eîgenschap voortvloeit. 

IndUn men de gedeeUelijke differentiaal quotienten eener gelijksiaeh' 
tige functie van den m^^ graad vermenigvuldigt met de veranderîijlu 
grootheden^ ten opxigte van welhe xij genomen xijn^ xal de som dexer 
producten geîijk worden aan het m-voud der gegevene functie, 
Men neme tôt voorbeelden: 

1». u = ila7*H-J?y* + Ci» + Dy« + l?xx + Fa?y, 

du _ 

dan is ^- = 2Àx + Ex + Fy, 

ax 

-^ = 2By + Dz + Fx, 

ày 

du 

— = 2Cx -f- By + Ex. 
dz 
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Werkelijk is ook , omdat hier m = 2 is, 

Ai2Ax + Ez+Fy) 4- y{2By'^Ds+ Fa;) + «(2C^H- Dy+Ea?), 
= 2{Aa;^+By^-\'Cz^ + Dyx + Exx + Fxy). 

20. u=^-y/(-V m=l, 



30. 
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Ontwikkeling der tweede en hoogere differen- 

tialen van functiën van twee of 7neer 

veranderlijke grootheden. 



$ 142. Het bcpalen der differentîalen van de tweede en hoogere 
orden der functiën van een aantal van elkander onafhankelijke 
elementen zal aan geene zwarigheid kunnen onderhevîg zijn, 
zoodra men het hiervoren verkiaarde , ten opzigte van de differen- 
tîalen der eerste orde y wel begrepen heeft , weshalve wij het niet 
noodzakelijk achten , deswege in nitvoerige ontwikkelingen te treden. 

Besehouwen wij dan wederom in de eerste pjaats , eene fanctie 
u van twee veranderlijke grootheden x^y. Even als nn de yolledige 
eerste differentiaal au uit u is afgeleid door j; en y met dx en 
ày te doen aangroeijen , en vervolgens in het verschil 

/•(a? + da?, y -H dy) — f[xyy) , 

de tweede en hoogere differentialen van :r en y buiten rekening 
te laten, zoo ook zoude men, om uit du de waarde der tweede 
differentiaal d*u af te leiden , eene gelijksoortige handelwijze kun- 
nen toepassen op de vergelijking 

du du 

waarin de eoëfficiënten van dx en dy , in het algemeen, insgelijks 
functiën van x en y aanduiden. Stellen wij deze functiën kortheids- 
halve voor door P en Q, dan heeft men 

du ■=. Pdx -I- Qdy. 

Gemakkelîjker zal het echter zijn , hierbij aldus te werk te gaan. 
Dewijl du uit twee afzonderlijke deelen zaraengesteld is, zal de 
oneindig kleine aangroeijing van du insgelijks moeten zaraenge- 
steld zijn uit die, welke elk dezer deelen afzonderlijk ondergaat, 
nadat daarin d; , y , dx^dy elk met hunne differentialen zijn ver- 
meerderd. Op dien grond raag men dus stellen 

d^u=zd,(Pdx) + diQdy). 



I 
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Daar nu x en y, en dus ook dx en dy door geene bepaaide be- 

trekkinr" aan elkander verbonden zijn, zoo belet nîets om x en y 

gelijkniatig te doen aangroeijen , dat is met andere woorden , om 

dx en dy^ bij deze nieuwe differentiatie, als stand vastig te behandelen, 

en hîerdoor raeer eenvoadige uitdrukkingen Toor de waarden der 

differentialen van hoogere orden te verkrijgen. In deze onderstel- 

ling kunnen wij voor d*u schrijven 

d*tt = dPdx 4- dQdy, 

en als dan op dP en dQ den regel voor het differentiëren eener 

functie van twee veranderlijke grootheden toepassen , waardoor 

men bekomt ,„ ,„ 

dP = -— da? -f- -T- ay> 
dx dy 

dO -, dQ , 

dQ = — dx-h ^dy. 
dx dy ^ 

nr dP , ^d^y d*W 

Maar !_ = d.- =_!:> 

dx dx dx^ 

zijnde 9 beteekent niets anders dan bet gedeeltelîjke differentîaal 

quotient der tweede orde van de functie u , eeniglijk ten opzîgte 

van X genomen , als of y standvastig vf^are. Even zoo beteekent 

£0 _ ^ ^dyJ _ d*tt 

dy dy dy^ 

bet gedeeltelijke difierentiaal-quotient der tweede orde van de 
functie u , eeniglijk ten opzigte van y genomen , als of x stand- 
vastig ware. 
Wat de beide overige differentiaal-quotienten — , — betreft, die 

respectîvelijk kunnen voorgcsteld worden door j— - en v-j-; deze 

beteekenen de tweede differentiaal-quotienten, welke men ver* 
krijgt door u eerst ten opzigte van x alleen, en vervolgens ten 
opzigte van yalleen, of omgekeerd, te differentiëren. Datzij beiden 
dezelfde uitkomst opleveren , îs terstond op te maken uit de reeds 
vroeger betoogde identiteit van djlyuen d^d^^u (§138). Immers volgt 
uit de bcteekenis der partiele differentialen dyU^ dxU, dat dx dyU 
eene verkorte voorstelling is van 



dx dxdy 
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en d^xu eene dergelijke Tan 

^'^'^^^ dy = 4!^ iydx. 
dy dydg 

Hieruit volgt derhalve de gelljkheid 

d«tt _ d*u 

dxdy dydx ' 
Op grond van al het Toorgaande mogen wîj alzoo siellen, 

en derhalve 

d*u=.^^ds*+2—dxdy+^^dyK . . (I) 

welke uîtdrakking, mîts dx en Jy standvastîg nemende, de toI- 
ledige differentiaal der tweede orde van de fanctie u yoorstelt. 

Wij leeren hieruit , dat deze volledige tweede differentiaal , ait 
drie afzonderlijke deelen of partiële differentialen is zamenge- 
steld. Het eerste vordt yerkregen door u twee achtervolgende 
raalen eeniglijk ten opzigte van a; het tweede, door u achtervol- 
gens, het zij eerst ten opzigte van x alleen, en vervolgens ten op- 
zigte van y alleen , het zij in oragekeerde orde , te differentiëren , 
en de uitkomst te verdabbelen : het derde , door u twee achter- 
Tolgende malen eeniglijk ten opzigte van y te differentiëren. 

Daar wijders de tweede partiële differentialen ■— rf j?*, — rfy*, in- 

gevolge de vroeger aangenomen notatie, door d:cdxU of d^x u en d^d^u 
of d^ifU kunnen aangeduid worden , laat zieh de waarde van d^u ook 
onder dezen raeer beknopten vorm schrijven: 

d>tt = d^xu + 2 djtyu H- d^yu (2) 

S Itô. Bij den overgang van d^u tôt d'u, zal men blijkbaar 
vier verschillende partiële differentialen der derde orde verkrijgen. 
De fanctie u kan naraelijk gedifferentiëerd worden in de vier na- 
volgende onderstellingen : 

P. drie malen ten opzigte van a alleen als veranderlijke, 
2^. drie inalen ten opzigte van y alleen als veranderlijke , 
^^. twee malen ten opzigte van x, en eens ten opzigte van y, eh 
^^, eens ten opzigte van :f, en twee raalen ten opzigte van y. 
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De eerste dezer partîële differeniialen van de derde orde wordt 

aangewezen door -r-àx^ of d*;ru. De tweede door ^ — dt/* of d\u. 

Ten aanzien van de beide overîge valt nog aan te merkea, dat 
elke derzelven voor drie verschillende rangschikkingen vatbaar is» 
met betrekkîng tôt bet daarbîj aïs veranderlijk aangenomea ele* 
ment. Imraers, bij de derde kan men achtervolgens als yeranderlijk 
bescboawen : 

y y x , X 

waardoor men verkrijgt 

d^u dhi d^u , 

of wel 

dfi'^gU y dxdydxU . d^a4yU y 
en bij de vierde 

y » ^ » y 
* > y • y 

waardoor men verkrijgt 

d'u « d'il d'tf 

-j âxdy^y ■ dxiy^y ~ — -- dxdy^. 



dxdy^ dydxdy dy^dx 

of wel 

d;rd'^tt, di4a4yU^ d^ydj^u. 

Men kan echter gemakkelijk betoogen, dat elke der drie eerste 
partîële differentiatiën tôt dezelfde ultkomst leidt , en zalks met de 
drie laatste insgelîjks bet geval zal zijn. 

Hen heeft namelijk , op grond der identiteit van d^d^u en d^fixU , 

dfilu = dyd^d^u = d^rd^d^tt, 
en djfiydxU = d^djl^u = di^rd^u. 

dxdlu = djiydyu = dydjiyu, 
en d^d^^tt = ds^d^d^u = d^pd^u. 

Hct zal niet moeijelijk vallen zieb op eene gelijksoortîge wijze 
van de waarheid der navolgende algemeene eigenschap van de par- 
tiële differentialen te verzekeren. 

Indien de functie n , m -^ n achtervolgende malen gedifferentiëerd fnoet 
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laordm, te weUn m malen ten opxigte van x alleen, en n malen ten 
opiigté van y aîUen^ sal men steeds dezelfde uitkomst verkrijgeny in 
voelke volgarde âeze differentiatiën uitgevœrd warden; zoodat men sal 
mogen stellen 

' := — — ; — = -z ; : — - — enz. 

dx^dy^ dy^dx^ dy^'-Pdx^^^dy^ds^ 

% 144. Wij kunnen thans uit de verge! . (2) gemakkelijk eene 
uitdrakkîng afleiden voor de waarde der volledige derde differen- 
tiaal d^u. Door namelijk y an elken term dezer TergelijkÎDg afzon- 
derlijk de Tolledigedifferen tiaal te neraen, Terkrijgen va} terstond, 

d»u =zd.(d«^u) + 2d.(Myu) + d.(d». ... (3) 

Orodat nu elk dezer termen op zîch zelf eene functie van or en y 
is , heeft roen 

d.(d>^u) = d'^tt + d^à^^u , 

d.(d^yU) = d*^dytt + dyd^ytt , 

d.{d\u) = d^d\u + d\u. 

Deze vaarden substituerende in de vergel. (3), en hierbij acht 
gevende op de hiervoren verraelde algemeene eigenschap der par- 
tiële differentialen van hoqgere orden, bekoraen wij 

d'u = d'^u -1-3 d^dyU H- 3 M> 4- d'yu, ... (4) 

of wel , van de gewone doeh minder eenvoadige notatie gebruik 
makende , 

d'tt 3d'v « 3d3u dH 

Dezelfde bewerking yoortzettende , om daaruit de waafden der 

volgende hoogere differentialen af te leiden, vindt men met weinig 

moeîte 

d'u = d*^tt + 4 d\dyU + 6 d\d%u + 4 dj,\u + d\u , 

en roen zal, uit boofde van de overeenkorast der getallen-coëffî- 
cienten met die der" magten van een binomium, uithet voorgaande, 
in het algemeen mogen besluiten , 

d-u = d> + nd^-^u + -~^^ ^rX'« • • • + ^>- • (5) 

Om allen twijfel aangaande de wettigheid van dat besluit weg 
te nemen , zal het voldoende zîjn te betoogen, dat indien deze alge- 
meene formule waar is voor n =1 p, zij insgelijks vobr n = p+ 1, 
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en dus Toor aile waarden van n geldig zal zijn, betgeen vij den 
lezer overlaten. 

De coefficient <^-l) -C«-m+i) ^^^ ^^^^^-^i^ differentiaal d'^-^éÇu, 

steit blijkbaar bet aantal versehillende wijzen roor, waarop de 
fanctie u, n — m raaien ten opzîgte van a; en m roalen ten opzigte 
van y kan gediiferentieerd worden i en aangezicn de uitkorast van 
elke dezer dîiferentiatiën, blijkens de reeds vcrraelde algeraeene 
eigenscbap,onafbanke]ijk is van barc Tolgorde, geeft de algemeene 
formule (5) tevens te kennen , dat de n^ volledige differentiaal eener 
functU u van iwee veranderlijke grootheden^ xamengesteld U uitde som 
van aile hare partiële differentialen van dezelfde orde , op aile mogelijke 
wijzen tén aamien van eene of iwee [dezer veranderlijken genomen. 

S 145. Men h veelal gewoon de algeraeene waarde yan d^u, onder 
den navolgenden zoogenaamden syraboliscben vorm. beknoptelijk 
aan te duiden 

I du du 1 

onder voorbeboud nogtans, ora, bij de ontwikkellng van bet bino- 
mium. elk product van den vorm --— . , door -; — ; te ver- 

' *^ dxP dyn—p" * dxP dyn—p 

vangcn. 

Een meer gescbikte vorm van dîen aard is éditer de volgende, 

d«u = (d,:-t.dy)"tt, 

waarvan de ontwikkellng gcene verandering beboeft te ondergaan, 
dewijl elke term, na met u aangedaan te zijn, alsdan, volgens de 
aangenomea verkorte notatie, van zelf de bewerking aanduidt, 
welke op de functie u te vcrrigten is. Even nn.als de lettcr n in 
A"« geene raagt van A voorstelt, maar alleen beteekent, dat de 
bewerking, door bet teeken Aaangedaid, namelijk bet bepalen der 
eindige aangroeïjing van u met eene zekere aangroeijing van x 
overeenkomende , n aehtervolgende roalen op die functie te berbalen 
is, zoo heeft ook bier de exponent n eene gelijksoortige beteekenis 
ten aanzien der zamengestelde bewerking door (dj, + dy) aangewezen. 

Deze bescbouwing staat in een naauw verband met de leer der 
caraçteristieken , welker behandeling ecbter biiiten bet bestek van dit 
leerboek ligt, doch waaroratrent wij den weetgierigen lezer ver- 
meenen te moeten verwijzen naar onzen , in de noot op bladz. 226 
reeds aangebaalden arbcid over dat onder werp. 

Her berekenen der tweede en boogere differentialen eener functie 
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Tun twee veranderlijke grootheden, volgens de hîervoren mede- 
gedeelde formalen, geene zwarigheid kannende opleveren, zoodra 
men bekend is met de regels voor het difierentiëren der verschil- 
lende soorten yan fanctiën eener enkele reranderlijke grootheid, 
zullen wij oD8 siechts blj het navolgende voorbeeld ter toepassing 
bepalen. 
De iweede en derde differentiaîen te vinden der functie 

dxU = (4 a?* — 2awy)dX9 dy% = (4y*-HMP*)dy, 

dyd^u == — laxdxdy^ dJL^u == — 2axdxdy^ 

djd,tt = 0, d*^u = —ladx^dyy 

d>^u = {\2x^—2ay)dx^y ^ja = 12y»dyS 

(P^tt = 24 arda?', û^yU = 2Aydy*. 

Derhalve 

d*u = (12a?«— 2 oy)da?»— 4 oa?da:dy + 12y*dyS 

d*u = 24 xdx^ — 6 a da?>dy + 24 y dy * . 

$ 146. Voor fanctiën van drie of nieer onafhankelijke verander- 
Hjken zallen wij op gelijke wijze de waarden der tveede en hoo- 
gere differentiaîen kannen hekomen. 

Zij u = f(x,y,z), 

dus du = da/u+dyU+d^u, 

en d*u = d(d^u) + d(i^u) + d(d,«). .... (6) 

Daar elke der drie partiële eerste differentiaîen van u, wederom 
als eene functie van â? , y , x moet beschouwd "worden , heeft men 

d.(d^tt) = d^^u + dyd^u + d,d^u, 

d.(dyU) = dJyU+ d>ytt + d^d^u, 

d.{d,u) = djl.u -H àyd.u + d»^tt. 

Derhalve korat er, na het substitaëren dezer waarden in de 
▼ergel. (6), en met in achtneming der gelijkheden, 

dj^u = dyd^u. dJLzu = dJjM. d^dzU = dzd^u , 

d^u = d^:^ + dV + d*zu + 2dj4yU + IdxdzU + 2dydzU, 

welke vergelijking, naar aanleiding van $ 145, ook voorgesteld roag 
worden onder den symbolischen vorm 

d^u = (dz + dy + dz)*tt, * 



f 

NEGENTIENDE LES. 241 

en ni s zoodanig onraiddelijk had kunnen afgeleid worden uit de ver- 
geîijking 

du = [dx -f- dy -H d^)tt, 
welker volledige diflerentiaal, tet waarde heeft 

d*u = dxdu + dydu + d^du , 
= (dar -h dy + dj (d:p + dy H- d> = [d^ + d^ -h dg)^u, 
waarin de exponent 2 eeniglijk tôt aanwijzing strekt eener twee 
malen op de functîe u uitgevoerde zaraengestelde bewerkîng, aan« 
geduid door het symboliseha teeken {dx + dy ^ dz), 
Op gclijke wijze van d^u tôt d^ucvergaande, vindt men terstond 

dH = [d^ -h dy -h d,) {dx + dy + dz^u = {dx + d^ + ds)^u, 

en in dicr Toege geraaktnaen onn^iddelijk tôt de algemeene formale 

d"u = {dx 4- dy + d^Yu (7) 

Men behoort echter hierbij niet uit het oog te verliezen, dat de 
juistheîd van dezen vorni alleen haren grond vindt in de eigen- 
scbap der partiële differentîaîen yan de n^ orde eener functie van 
drie veranderlijke grootheden , volgens welke de waarde van 

d^ 
dPxdiyd^'z 

p + q + r :=z n zijnde, steeds onafhankelijk is van de volgorde 
bij deze versehillende partiële differentiatiën , tenaanzien van a7,y,i, 
in aebt genoraen. 

Na hetgeen reeds vroeger (§ 143) dienaangaande, voor het geval 
van sieehts twee veranderlijke grootheden aangevocrd is, zal deze 
eîgenschap voor functien van drie veranderlijke grootheden geen 
afzonderlijk betoog vorderen, raaar als een gevolg daarvan raogen be- 
schoiiwd worden, dewiji men, door telkens de opvolging van twee 
differentiatiën ten opzigte van twee versehillende elementen ora te 
keeren , steeds in de gelegenheîd is, de orde der n achtervol- 
gende partiële differentiatiën naar welgevallen te veranderen. Men 
zal zelfs thans gemakkelijk inzien , dat de bedoelde eigensehap 
zich op functien van een willekeurig aantal onafhankelijke veran* 
derlijken laat uitstrekken, en men derhalve, indien U éetie fanetie 
van jr,y,x,t,u... voorsteit, de waarde van hare volledige diffe- 
rentiaal der n« orde zal kunnen uitdrukken, met behulp van een* 
dezer twee symbplische vormen 

I. 16 



dxd^dW = ^_^^ ^_ dPœd^d'^z, 
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d^V = (4,+dy-|-d, + d/+d«-|. ...yv .... (8) 
,dU dV dU , 

in welke laatste, de letter U ook somtijds door eeneder letters J*, 
Çf enz. , die de functie aanwijzen, Tervangen wordt. 

S 147. Omtrent de beide voorgaande symbolîsche.vormeo of uit- 
drakkingen behooren wij hier de niet onbelangrijke opmerking nog 
bij teToegen, dat de eerste ook dan geldig m, bijaldien de veran- 
derlijke grootheden a;, y , r . . . niet meer van elkander gebeel onafhan- 
kelijk zijn, raaar alsfanctien van andere veranderlijken voorkomen , 
waardoor bet niet meer geoorloofd is, de differentialen ds, dy, dx 
enz. aïs sfandvastig te bebandelen. 

Bij ontwikkeling van dezen vorra zal roen als dan sieehts te lettcn 
bebben, om bîjv. d^U te beschouwen als de p* differentîaal der 

du 

functie U, of de (p — 1)® differentîaal van bet prodact — da;, geno- 
men in de onderstelling van a; en dor veranderlijk. De vorra, in 
verg. (9)vervat, zal daarentegen zîjne braikbaarheidniissen, dewijl 
-—.da^, tbans ophoadt de jp* differentiaal der fanctie U ten op- 
sigte van ^ aan te wijzen. 

De algemeene juîstbeîd van den vorm, volgens verg. (8) , is hierop 
gegvondf dat de, in § 143 vermelde grondeîgensehap der partiële 
•differentialen y ook dan doorgaat, ingeval de elementen a,y,x.,. 
van andere veranderlijken afhankelîjk zîjn ; en biervan kan men 
:zicb gemakkelijk aldus overtuigen: 

Zij u = f{x, y), 

"das du = Pda; + Qdy, 

4P dO d>u 
•en — z=z -^ =. = R. 

dy dx dwdy 

Nu is, dw aïs veranderlijk aanneraende, 

dP 

d^{d^u) = — -Jo?» + Pd^x, 
ax 

d^P 

«n ctudxAdxu) =i= -——-dx^dy + Rdydx^. 

dydx 

Maar, uit de vergelijking 

uy 

voigt, na differentiatie ten opzigtc van x 
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Derhalve 

djdy{d^) = dydjd^u) = dydlu, 

en op gelijke wijze vindt men 

dyd^(dyU) = Myidytt) = (f^tfjM, 

ten blijke, dat men in de grondformule 

dj^dyU = dyd^u, 

ttdoor d^u en c^^^u, en dus in het algenieen, zoo wel door d^u als 
door d^dlu raag vervangen , waarait verder de bedoelde eîgenschap 
voor fanetien van twee Teranderlijken terstond op te niaken is. Zij 
kan overigens op gelijke wijze over funetien van een willekeurig 
oantal veranderlijken uitgestrekt wordeo. 

Bij toepassing alzoo der formule (8) op de bepaling der volledige 
tweede difiFerentiaal eener functie u van drie afhankelijke veran- 
derlijken œ,yyZ verkrijgt raen derhalve, volgens de gebruikelijke 
notatie 

^ d*u ^ , , d*u , , d*tt , . du ,^ du ^ du ^, 

dx* dy* ^ ^ dz^ ^ da; ^dy ^^d2 ' 

*. c^*w , , « d*n , , ^ d*u ^ , 

-f. 2 , , djpdy -f- 2—— dardar + 2 — - dyd^, 
dwdy axdz dydz 

Zij y = ut?, en lalen w en v funetien zijn eener derde veran- 
derlijke x, dan zullen wij> met behulp der formule (8), geraakke- 
lijk eene algemeene uitdrukking voor de waarde van d"y bekomen. 
Immers d«y = vdu, d^y = udv, en dus d^y zz:t?d^u, d^y = ud% , 
d'^dPy =. d^ud^v zîjnde, liebben wij terstond 

Ttftt— I) 

d«î/ = d'*.uv=Lvd"u + ndt7d»-itt + d*» d'^-'u . . + ud'^. 

Is nu u = f{x) en v = F(4?) , dan kan men voor de zoo even ge- 
vondene uitdrukking ook de navolgende schrijven : 

'. = F(x) fnix) -4- nFAx) fn-i (x) + ' "~ 
dar' 



-1 = F(a;) /•«(ar) + tiF^^x) fn-i (x) -h-^^F^fn-ii^).. + F„(x)f{x), 



welke met die van § 31 overeelistemt. 
Men neme bijv. u = c«* en v = -, dan is 



X 



1 



244 DIFFERENTIÂAL-REKEMNG. 

dPu ^ , d^'t) _ , ^ , 1.2...» 
-— = fplx) = aPe^ en — - = Fp(x) = ± f . 

Derhalve 

(0c$x\ a».««*L n n(n — 1) . 1.2... nj, 

X / XI ax arx* a^x^ i 

Alleen in het bijzonder geval, waarin de grootheden x^ y , jet. . . , 
linéaire funcfien zijn van andere onafhankelijke verandeflijken x\ y', 
2'..., of met andere woorden, functien voorstellen van denTorm 
ax' + fty' + c«' + . . . , zullen de beide formules (8), (9) dezelfde 
nitkomsten opleveren, vermits, dx' , dy', di' . . , stand vastig zijndey 
uit de betrekking x = aa;' + 6y' +c«', noodzakelijk voortvloeit 
d'a? = 0, en dus 00k d*y=zO enz., waardoor dju, ^u..., dezelfde 

dPu dPu 

waarden verkrijgen als -^darP, ^»y^» ^"*« 

S 148. Heeft men tassehen drie veranderlijke grootheden ar, y, z, 
de vergelijking 

^{x, y, «) = 0, 

in welk geval eenederzelve, bijv. «, alseenenietontwikkeldefanctie 
der beide overîge x, y, beschouwd ^wordt, dan laten zich de vol- 
ledige differentialen van verschillende orde der fanctie s, onmid- 
delijk afleiden uit die der functie 

tt r= ç>ix, y, «), 

in de onderstelling van u = 0, waardoor das gelijktîjdig du, d^u 
enz. verdwîjnen, roits hierbij acht gevende, ora dz y welke van 
dx en dy afhankelijk is, niet te gelijk met elk dezer beide laat- 
-sten als standvastîg te behandelen, indien namelijk i; en y van 
elkander onafhankelijk zijn, hetgeen bijv. het geval zal zijn, 
wanneçr de vergelijking 

ç>[x, y, 2) = 0, 

•die van een gebogen oppervlak voorstelt^ waarbij de regtstan- 
"dige coôrdinaten van eenig willekeurig^ punt door x, y , x aange- 
wezen worden. 

Wij hebben alzoo , door eene eerste dififerentiatie 

^ du -\^^dy + ^^dz = (10) 

ds dy ^ dz 



^^ 
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waaruît volgt 

dç ^ , dtp 

az = ^ , 

ds 

terwijl de partiële differentialen van z ten opzigte van x %n y^ 
zallen uîtgedrakt worden door 



dxZ = — 



dip 

di . 
d(p 


dip 

, dyX = ^y 
^ dtp 


dz 


dz 



gevende wederora di = dx^ + d^,*. 

Uit de differentiatie van verg. (10) vindt men , met behulp der 
algemeene formule (8) 

da;* dy* d«» àxdy 

-H2~^i^yd« + 2~^dxdft+-^d^iP = 0. .(11) 



waaruît de voUedige waarde der tweede differentiaal van x kan 
worden afgezonderd. 

De partiële differentialen der tweede orde, ten opzigte van de- 
zelfde veranderlijke x of y, zijn blijkbaar uit de voorgaande ver- 
gelijking af te leiden, door dy en dx daarinafzonderlijkgelijknul 
te stellen. Wij^verkrijgen alzoo, z beurtelings aU eene fanctie 
van X oî y alleen beschouwende ^ 

dV dV dz* 2d^q> dz d<p d^z 

d^-'^ dT^'d^*'^ dxlz'dx'^di' d^* ~ ' '^ ' 

d*ç> d*ç> djK* 2d*^ da dç> d*r 

^^ dï^*^« ■'"dyd'zd^"^ dï'd^ ~ ^' • '^ ^ 

in welke vergelijkingen — , — als partiële differentlaal-quotîenten* 

, dx dy 

voorkomen. 

dxdy 
Om het partiële differentiaal quotient der tweede orde ~^— te- 

verkrijgen, behoeft men slecbts de vergelijking 

dç dip dz 

dœ dz dx 



di^ dy dx ds dxdu 
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«illeen ten aanzien yan y en x te differentiëren. Hierdoor bekomt 
raen, ter bepaline ran -r-^- , de Tergelîjkîng 

d*ç> d^ç dx d^tp ds 

(fâ?(fy (2xcr« dy dydz dx dz^ dy dx ds dxdy 

Yermenîgvuldigende de yergelîjkingen (12), (13), (14) respeetive- 
lijk met ds^^dy^ en 2 dxdy , dan zal de soni dezer producten, met 
in aehtneming dat s eene fanctie van âp en y zijnde , daarait voigt 

dz dz 

dz ■=. -— dx -f- -r— dv, 
dj? dy ^ 

d*s , , d«^ ^ , 2d«z 
en d»z z=: --- dor* + — - dy* + -— - , 

dx' dy^ dxdy 

wederom de vergel. (11) opleveren. 

S 149. Het Toorgaande \9Ï]si van zelf den weg aan, dien men te 
volgen heeft bîj dergelijke functien van drie of meer onafhanke- 
lijke veranderlijken , 'weshalve wij het overbodig achten hierom- 
trent in meerdere bijzonderheden te treden. Alleen zallen wij nog 
opmerken, dat, bîjaldien eene of meer dezer veranderlijken , we- 
derom fanctien van andere of van eene en dezelfde veranderlijke 
grootheid zijn, men in de ontwikkeling der hoogere difierentiatien 
zal te letten hebben^ om geene der differentialeh van de onafhan- 
kelijke veranderlijken als standvastig te behandelen. Onderstellen 
wij bij voorbeeld, dat s, y, s aan elkander verbonden zijn, door 
de twee vergelijkingen 

f(ar, y,2) = 0, f(x,y,z) = 0, 

zoo flat slechts eene der drie veranderlijken , x bij v. hier als onafhan- 
kelijke veranderlijke Toorkomt, en dus y en z aïs functien van x te 

beschouwen zijn. De waarden van -y , — knnnen terstonddoor elimi- 

natie afgeleid worden uit de beide diiferentiaal vergelijkingen, 

dx dy dx dz ' dx 

" (15) 

dx dy ' dx dz' dx 

Deze op nieuw differentiërende, in de onderstelling, dat alleen 
dx standvastig îs, verkrijgen wij voor de differentiaal vergelijkin- 
gen der tweede orde, 



^ 
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cfiF ^ dy^ ^ dz^ ^ d^F dtj 
«fr* rfy* ' c/o?* (f«* ' dx^ dxdy * ûx 

d^F dz d^F dz dF d^y dF d^s _ 

dxdz * dx dyds \ dy dy ' dx^ dz * dx^ ' 

dx^ dy^ ' dx^ dz^ ' dx^ dxdy * dx dxdz^' dx 

+ 2 ^ . 1' + ^-^ ^y + 'i . ^-!f = a 

dydz dy dy dx^ dz dxt 
Na liierîn de waarden van ~- en -- gesabstitaeerd te hebben , zal 

dx dx ^ 

men uit die beide laatste vergelijkingen de waarden der tweede 

differentiaal-quotienten j^ en -— kunnen bepalen, welke echter ins- 

gelijks, door onniiddelijke differentiatie der, uit de yergelijkingen (15) 

afgeleide waarden van — en -- te verkrijgen zijn; en men zal nu, 

op gelijke wijie, uitdrnkkingen voor de diJOTerentiaal-quotienten 
van hoogere orden kunnen bekonien. 



/ 



1 
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Uitbreiding der reeksen van Maclaurin en Tatlor op 
functi'èn van een willekeurig a^ntal veranderlyken, 

% 1 50. De in de Y P Les betoogde reeksen van Tatlob en Maclaurin 
kannen thans, met behalp der hiervoren verkiaarde théorie, 
gemakkeiijk op funetiën van twee of meer veranderlîjke elementen 
worden aitgebreid. Besehoawen wij namelijk Yooreerst eene fanctie 

waarin x^ en y twee va6 elkander onafhankelijke veranderlijken 
voorstellen» dan komt bet er op aan, de waarde «i te bepalen, 
welke de functie « verkrijgt, indien x en y respectivelijk de eîn- 
digc aangroeîjen A^enAy» of henk ondergaan, dat is metandere 
woorden, om die waarde , te weten 

in eene reeks , volgens de magten van Jk en ft , te ontwikkelen. 

Sehrîjven wij hierin voor k en h ^ TU en ht, dan kannen wij 
Zi y aïs eene functie Tan t alleen beschouwd, met bebalp der 
reeks van Maclauriii, naar de magten van i ontwikkelen , en yer- 
Tolgens i z=i \ stellende, zullen wij hierdoor de begeerde waarde 
van JS| verkrijgen. 

Zij nog x + ht =1 x' en y + U zzz y' gesteld, dan is 

z, — f[x\ y') z=z f (0. 

dus ^'^ = ^'^^'+^^y (') 

en aangezien x\ y' hier als funetiën van i voorkomen, heeft raen 
voor bet eerste differentiaal-quotient van z^ ten opzigte van t^ 

^_ Vit, — ^L ^j,^ ^y.' 

dt — '»^^ — dx'' dt "*" dy' 'dt ' 
Maar, volgens bet betoogde in S 139, is 

df _ d[ K —îî 

dx' dx dy' dy'^ 



^ 
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dj/ dy' 

Daarenbovcn heeft me» -— = /», -— = /c. Dcrhalve koml er 

dt dt 

en, omdat in de vergel. (1), dx' en dy* bij het differentîëren len 
opzîgte vnn t, aïs standvastig mogen behandeld worden, zoo voigt 
uit deze bcwerking, 

d^^i ^/x d*2;| ,. 2d*2, ,, d^z.^ 

d«« *^' dx^ fixdy^ dy^ 

en in het algemeeu, zal raen voor de n^ afgeleide fanctie Tan F y 
met behalp van den syrabolischen vorm (9) Tan $ 146, mogen 
schriJTen , 

''•"' = (£'+^')" 

en zulks onder dezelfde Toorwaarde als aldaar uitgedrukt is. 
Voor t = 0, 2' in X| OTergaande, heeft inen insgelijks 

_ . fdz dz \« 

en daar de reeks van Maclaurih , voor 1=1 geeft, 

f(0 = f{O)+F,(O)+J^F,(O)+j^J',(O)+. . . (2) 

bekomt raen eindelijk Tuor de gevraagde ontwikkeling 
Fix + h.y + k) = 

dz ^ d^z h^ d^z /i» 

z-\ h -h- — — •+• — l-enz. 

^dx ^ dx^ 1.2^ dx^ 1.2.3^ 



dz, 2d*z kh Sd^z h^k 

A k ~\- 1 — 1- enz. 

dy ^ dœdy 1.2^ dx^dy 1.2.3 

d^z fci 3d»s hh^ 

dy^ 1.2^dxd*y 1.2.3^ ' 

d^z fc» 



(3) 



^ dy^ 1.2.3 

§ 151. Even als de reeks Tan Tatlor tôt op een bepaald aantal 
terraen kan i;vorden Toortgezet, zal zulks 00k raet de voorgaande 
knnnen geschieden. Te dien einde hebbe men slechts voor den 
laatsten terra in de reeks (2) , te schrijven (§ 52) 
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en daar F(i) de waarde voorsteit van /'(or-f-ifc, y-f-»7«), » steeds 
^ I zijnde, znl deyertikalekolom waarniede de reeks besloten wordt, 
uit de navolgende termen bestaan : 



da?« 1.2.3.n ^ dx^-^dy 1.2.3.n ^rfy« 1.2.3.n ' 

raits, na ontwikkeling der onderscheidene partiële differentiaaî 
coëfficienten van z, de or en y daarin door œ-^-ih, y en + t'A; ver- 
vangende. De som dezer termen stelt alsdan de rest der reeks voor, 
ingeval menhaar afbreekt bij de termen, die met de differentiaaî- 
quotienten van de (n — !)• ordezijn aangedaan. Pfadertdie som raeer 
en meer tôt nul naarraate n toeneemt, dan zal de reeks (3) con- 
vergent zijn. 

Uit de wijze, waarop die reeks verkregen îs, volgt tevens datbare 
geldigheid aan de voorwaarde verbonden îs, dat de differentiaal- 
quotienten van verschillende orden onafgebroken fane tien zijn 
tusschen œ en ar-hA, en tus9chen y en y-|-&. 

S 152. Door in de functie z en bare differen tiaal -quotienten , 
a; en y gelijk nul te stellen, en vérvolgens h en hy door a:, y ie 
vervangen, gaat de reeks (3) over in die van MACLAURiif , uitgestrekt 
o?er functiën van twee veranderlijke grootheden. Indien wij de 
waarden der difTerentiaal-quotienten 

dx»' dx^^dy' dy^* 
in de onderstelling van a; = 0, y = 0, aanduiden door 

Vd^^o' ^dx"*dy»^^' ^dy^^^' 

dan ontstaat bieruit, voor de ontwikkeling van f(Xf y) naar de 
opklimmende magten van a;, y 9 de reeks 



«.,,)= «0, 0) 4- (j-),. + (^,). jj + en.. 



+ (ï).»+Oo+«->-'" 



/d^zx y' 



2 

dy^^'' 1.2 

Wil mon de reeks bij de n^ magten van a?, y afbreken, dan znl 
men in de differeutiaal-quotienten waurmede zij aangedaan zijn, 
voor Xy ix, en voor y, t'y moeten scbrijven. De waarden van i, waarbij 
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die fanctiën hare grootste en kleinste waarden verkrijgen, zallen 
Iwee grenzen opleveren , tusschen welke de ontwikkelîng van ([x, y) 
steeds besloten blijft ; en zulks geldt eveneens van de reeks, die de 
ontwîkkeling van f(x + h^ y -h ft) voorstelt, 

§ 153. Stelt men in de reeks (3), h :=. dx en k := dy, dan 
gaat de algemeene vorm 

^dx dy ' 

over in d^z, en dus de reeks zelve in 

d^z dH 
/{ar + (f^.y + (îy)z=:2 + dz4-p^ + jy^ + enz. . . (5) 

welke de volledige oneindig kleîne aangroeijing der fanctie z uit- 
drukt, ingeval de differentialen der hoogere orden daarin behoa- 
den worden. Zij zoa tevens, onder dezen vereenvoudigden vorra, de 
waarde van f[x + h, y + k) kannen voorstellen , mits bij de ont- 
wikkeling der volledige diflFerentialen van js, de factoren dx, dy ^ 
door de eindige aangroeijingen A en ^ vervangende ; en men zal 
gemakkelijk inzien, dat zij alsdan tevens van toepassing wordt op 
fanctiën van een willekearig aantal veranderlijken , hetzij deze 
gebeel of gedeeltelijk van elkander onafbankelijk zijn. Dezelfde 
reeks (5) is daarenboven vatbaar, om onder een' symboiischen vorm 
aidas voorgesteld te worden ; 

î[x + dx, y-hdy) = {e^z. 

In het geval van eindige aangroeijingen, kan men dan ook Toor 
functiën van twee of raeer veranderlijke elementen sehrijven : 

dx -h dt^ + dg H-....V 
({x + h^y + ky « + n.L) zz= (e ^U, 

onder voorwaarde nogtans |om, na ontvnkkeling in eene reeks en 
aanwijzingderpartiëlediJOTerentialen van verschillende orden, volgens 
de gewone notatie, de factoren dx , dy ^ dz,, overal door h^ k, n,,» 
te vervangen. 
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Onderzoek der maxima en mintma bij functiën van 
twee of meer veranderlijke grootheden. 

[VooriteUing der VHP Les.) 



S 154, De io de VHP Lei behandelde théorie der niaxima en 
minima, had eeniglijk betrekking^ op fanctien van siechts eene 
Teranderlijke grootheid. Wij kannen haar thans gemakkelijk op 
functieo van twee of meer veranderhjke aîtbreiden. 

Eene f unctie js = /{i7, ^] van twee onafhankelijke veranderlijken , 
wordt gezegd voor twee bijzondere waarden Xot y^ dezer veranderlij- 
ken, haar maximum of minimum te bereiken, zoodra f{x^ + K ^o + ^) 
voor aile mogelijke positieve of negatieve waarden van ft en ft, hoe 
klein ook genoraen , hleiner of grooter wordt dan f(xo , t/o). 

In het eerste geval zal het verschil 

/(ar + fc, y + fc) — f{x,y), 

steeds negatief , en in het laatste steeds positief zijn , voor posi- 
tieve of negatieve oneindig kleine aangroeijingen h, k, 

Dezelfde eigenschap moet ook blijven bestaan , indien h o( k 
afzonderlijk gelijk nul gesteld , en de fanctie z dus beschonwd 
wordt als van eene enkele veranderlijke grootheid af te hangen, 
zoodat de eerste noodzakelijke voorwaarden van het maxiraura of 
minimam zijn 

dx dz 

?=0, ^=0 (l) 

dx dy 

ten ware het bijzonder geval plaats had , dat beide deze difieren- 
rentiaal quotienten gelijktijdîg of siechts een derzelven oneindig 
groot werden. 

Voîgens de algemeene ontwikkeling van *f{x -i- fc, y + k), kan raen 
dan, in het géval van eenig maximum of minimum, stellen ($151) 

^ . .^ ^ s M<*'«\t 2d««' ^ dî«\. 
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indien naroelijk -7--, -r-r-» -tt-. àe waarden aanduiden, welkc de 

•* 02* dxdy dy* 

drie partiële differentiaal qaotienten der tweede orde Terkrijgen, 
nadat daarin jp en y door œ+ih^ en y + tft vervangen zijn. 

Is nn geen dezer drie diJOTerentiaal qaotienten nul voor de waar- 
den van Xf y , die aan het stelsel vergelijkingen (1) voldoen, dan zal 
voor afnemende waarden van h, en ft, het teekeit van het verschil 

f{x + h, (y+fc)) — fia;, y), 

moeten ovcreensteramen met dat der drieledige uitdrakking 

Beschouwt raen nu z aïs eene functie van d7of van y alleen, dan zal 
tôt het bestaan van het minimum of maximum gevorderd worden f 

dat y-^ 9 jj heiden positief of heiden negalief zijn, voor de bij- 

zondere v^^aarden x=ia;Q. y=zyQ^ welke y en — nul maken. 

Opdat echter de grootheid (A), voor aile waarden van h en k, in 
het geval van een minimum of maximum, eene positieve of negatieve 

waarde behoude , is het niet genoegzaara , dat -j-^ en — heiden 

positief of negatief zijn, maar deze laatste functien zullen tevens 
aan de voorwaarde 

d^z d^z / d*z y 

behooren te voldoen. 

d^s d*z d^z 

Immers, de drie functien t-z , -tt » tt kortheidshalve door P , 

' d*' dy^ dxdy ' 

Q, R aanduidende, zoo kunnen wij de uitdrnkking (A) 00k onder 
dezen vorm schrijven, 

en hiernit volgt onmiddelijk , dat zij alleen dan voor aile raoge- 
lijke waarden van h en k met hetzelfde teeken zal aangedaan 
blijven, hijaldien PO=zo(y R^ is, waartoe tevens gevorderd wordt, 
dat P en Q hetzelfde teeken bezitten. Aan deze voorwaarde vol- 
daan zijnde , zal het teeken van (A) met dat van P en dus 00k 
met dat van Q overeenstemmen. Wij kunnen derhalve hieruit tôt 
den volgenden regel besluiten, om te onderzoeken of eenige func- 
tie s van twee onafhankelijke elemenfon, al dan niet voor maxima 
of minima vatbaar zij. 
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dz dz 

M en losse de vergelijkingen -- = , -p = , ten aansien van x en 
Y op, en suhstituëre de verhregene waardtn xzzitlq, jzzzjq in de drU 

àH d<z àH 
pariiële differentiaal verhoudingen -r-i , v-^t tt-' Blijkt hieruU dot 

d»ï d*z /c^«z^i ^** **y* ^^y , 

— . — ( \-r-r) ^i dan han er geennuiximum noeh mtntmttifi hestaan, 

dx* dy* ^ dxdy 

In ket tegenovergestelde geval »al z een masimum of minimum tcor- 
deny naardat de verhoudingen —, -— heiden gelijktijdig negaiief of 

u* ay 

positief zijn, 

d^z d^z d^ z 

Worden echter j— , — gelijktijdig nul , terwijl j-r- eene ein- 
dige positieve of negatieve waarde verkrjjgt , dan toont de aitdruk- 
king (A) reeds van zelve aan, dat het maxiraam of minimum in 
dat geval onmogelijk wordt, en zulks aithoofde het teeken Tan (A) 
alsdan te gelijk met dat van h en h verandert. 

Het kan gebeuren, dat -r—r- gelijktijdig met de beide ôverige diffe- 

rentiaal-quotienten der tweede orde verdwijnt. Tôt het bestaanvan 
het maximum of minimum wordt alsdan gevorderd, dat elk der 
differentiaal «quotien ten van de derde orde insgelijks nul zij , en de 
som der termen, welke ten aanzien van i^ en ^ van den vierden 
graad zijn, hetzelfde teeken behoude voor aile mogelijke waarden 
van h en kj te weten , het negatieve voor het maximum, en het 
positieve voor het minimum, waaruit klaarblijkelijk meer zamenge- 
stelde voorwaarden zullen ontstaan. Het zal onnoodig zijn hierbij te 
herinneren , dat het voorgaande gegrond is op de onderstelling , dat 
geen der differentiaal-quotienten van 2;, voor arzizWd ofy = yo» ^^' 
eindig groote waarden bekorae. In het tegenovergestelde geval zou 
het onderzoek naar hetbestaan van maxiraa of minima, op gelijke 
"wijze behooren te geschieden als vroeger, met betrekking lot de 
functiën van ééne veranderlijke grootheid, aangetoond is. 

S 155. Wij zullen nu enkele voorbeelden, ter toepassing van de 
zoo even verkiaarde théorie, laten volgen. 

1®. Men vraagt onder aile driehoeken van gelijken omtrek of perimeter 
-dengene te hepalen, welkt inhoud een maximum zij. 

Stellende voor de zijden en den omtrek des driehoeks x^ y, Zy 2a, 
dan is 

a =: ^ , of s = 2a — (x-hy), 

Derhalve rooet de functic 

l^a{a — x){a — y){a — s}z= \^a[a — ar) (a — y) (x -f- y — a) , 
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en dus ook de functie 

tt = (a — a?) {a — y) {^ + y — a) 

cen maximum zijn. De vergelijking^en 

du du 

dx ' dy 

^even hier, ter bepaling van a? en y , 

[a—y)\a — x — {X'^y—a)\ =0. 
(a— x))^a—y'-[x+y — a)\ =0. 

Hier kan voldaan worden 

P. door y zz= a, en a? = a, 

2^ door X •=. y ■=. \a iQ stellen. 

Het eerste stelsel waarden kan nîet in aanraerking komen , uit 
hoofde x^ y=:z zou worden , strijdig met de eigenschap des drie- 
hoeks. Om nu te onderzoeken of de beide andere waarden werke- 
lijk een maximum voor u opieveren , differentiëre men de verge- 
lijkingen 

du du I 1 

— = [a — y) &a — 2x — y). — = {a — x)\2a —x — 2y\, 

ten aanzien van x en y ^ dan konit er, in de onderstelling van 

du ^ du A 
I dx dy 

â^u o/ ^ ^^^ *>/« \ d^u , 

— z=. — 2(a — y). — = — 2(a — x). z=. — (a — y). 

dx'^ ' dy^ dxdy 

d^u _ _2a d^u _ ^ 2a d^u _ _a 

^^^ dx^~ T' ^ ~ T' dxdy~ 3' 

' Daar nu ---, — beiden negatief zijn, en daarenboven hun pro- 

product ^f "^ îs, wordt hierdoor het bestaan des maximums 

aangewezen. 

Hieruit blijkt aizoo, dat de gelijkzijdîge driehoek onder aile 
overige driehoeken van gelijken pcrimeter, den grootst mogelijken 
inhoud oplevert. 

2®. Onder aile driehoeken ^ die in een gegeven cirhel kunnen heschreven 
toorden, dm genen te hepalen^ welks inhoud een maximum zij, 

Zij^ ABC (fig, 52} een driehoek in een cirkel van den straal r be- 
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schreven; hoek A :=z œ, hoek ^ z=: y en hoek (7=: 180*-- a: — y 
dan heeft men blijkbaar 

BC = 2r «tn. x , - i4C = 2r «in. y , 
en ans Inh. drieh. = ~ ÀC.BC. m. C 

2 

= 2r^nn* â?. m. y. nn. (^+ y) een maximum. 

Zij dan s = nn. ar. #tn. y. #m. (a? + y) , 

ds 
dus — = «tn,y. m. (2âr + y) = 0, 

--- = iin. X, tin, (2y + a;) = 0. 

en omdat sin, y = , en sin. a; = hier niet in aanmerkin^ 
kunnen koraen , stelle men 

«n. (2a? + y) = sin. (2y + i7) = 0, 

waaruit voigt a? = y. = - . 

Verder heeft men 

-T-j = 2 sin. y cos. {2x -f- y) = 2 sin, x cos. 3a? = — 2 «tn. x , 
- = 2 *tn. a? co*. (2y + ar) = — 2 »în. a? , 



dy 
dydx 



= fin. y co<. (2a? -f- y) = — sin. a?, 



Daar nu -r—-- -— -r / Vt—t-) is, zoo daiden de neeatieve teekens 
dx^ dy* ^dydx^ ^ 

van — en — «an, dat de in den cirkel beschreven geîijkzijdige 

driehoek den grootsten inhoud bezit 

3^. Onder aile driehoeken^ welhe om een gegeven cirkel kunnen be- 
schreven trorden, den genen te hepalen^ welks inhoud een minimum zij> 

Zij ABC (/i^. 53) een driehoek om een cirkel van den straal r 
beschreven, Stellen wij de hoeken A en 5 = 2ar en 2y, dan 
voigt nit de eigenschappen des ingeschreven cirkels, 

AB = r(cot. x + cot. y), BC = r{cot. y + tg[x + y))y 

en AC =. r{cot. x + tg{x -f- y)) 

^{ÀB + AC-^-BC) = r{cot, X -f- cot. y 4- tg{:r + y)).^ 
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= 0, 



Derhalve zal de fanctie 

z =z coU X 4- cot. y -+- tg.{x-^y), 

een miniraura moeten zijn. 
De vergelijkingen 

dz _ 1 _ ^ _ A 

dx co<.*(^ + y) sin.^x 

dx _ 1 1 

dy co*.*(a? + y) stn.*y 

geven a? = y = -. 

Wijders hebben wij 

d*« d*2 2»in. (or-Hv) îcos.x kcos.x 

— z=z = — ' — — -f- ; — : sr: sr: 16l/3 

c/y* i/a?* cos.^(x + y) sin^ x sin^x ' 

_rf*2 _ 2 8%n,(x + y) _ g^^ 
c^ycTiT co$^{x + y) 

d^z d^z .^ . rf» z X ' *^*^S0 ^*^ S 

rfwt rfj?2 dydx dx^ ' rfw2 



dus 



rfy* rfj?2 dydx dx^ dy. 

Onder aile omgeschreven driehoeken zal derbalve de gelijkzijdige 
driehoek den kleinst mogelijken inhoud opleveren. 

4*. Drie punten A, B, G gegeven st/nde, hegeert men in hun vlak een 
vierde punt P te hepalen, soodat de som der afstanden PA, PB, PC 
een minimum zij. 

Men stelle voor de regthoekige coôrdinaten der drie gegeven 
punten (a, 6), [a^, 5|), (cj, 5j), en voor die van het gezochte punt 
jr, y; Voorts de afstanden PA = a, PB = z^ PC = z^^ dan 
heeft raen de waarden van i? en y te bepalen, M^elke de functîe 

u -=. z ^ z^ ^ z^^ 
lot een minimum maken ; zijnde hierin 

z — V({x — a)^ ^ (y^t)l), 

z, = {V{x-a,)^ +(y_5,)«), 
waarnit voigt 



az X — a 


o«, X fl, 

dx Zi 


dz^ X — flj 


dx z 


dx «2 


dz y — h 

dy z 


dzt y — &i 

dy "^ z^ 


dy 2, 


I. 
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De vergelijkingen 

du du 

goTcn derhaWe , ter bepalÎDg van x en y, 

X — o X — fl| X — a, 

Het Tait gemakkelijk in te zien , dat de termen dezer twee verge- 
lijkingen respectievelijk Yoorstellen de cosinussen en de sinnssen der 
hoeken ç», ^i, fj, welke de lijnen PÀ^ PB, PC, volgens de 
gewone wijze van telling, met de as der x vormen. Tossehen deie 
drie hoeken bestaan alzoo de betrekkingen 

COt. ^ +'CM. S^i = COS. ÇPj, 

^aarnit voigt 

2 -f- 2 eos, (f — ^j) = 1 , 

en op gelîjke wijze 

««'•(9t — fi) = — ^' ^" <»'-(s^— îPi) =— ^• 

Daar na de yerschillen tossehen de hoeken f, ^|, ^^^ de hoeken 
Toorstellen, welke de lijnen P-4, P5, PC onderling vormen, zoo 
blijkt hîeruif , dat elk dezer hoeken 120® bedraagt, en het punt P 
dus binnen den drîehoek ÀBC moet gelegen zijn, en wel zoodanig, 
dat deze drie lijnen met elkander gelijke hoeken maken. 

£r blijft thans nog overig te onderzoeken, of de som der drie 
gemelde afstanden werkelijk een minimum zij. 

Nu is ^ — ^II ^, ^ ^ tf'gj 

dx* dx* dx^ dx^ • 

d^u rf*« dU^ d*2o 

rfy» rfyî dfj/* c/y* 

d^u _ d*a 
dxdy dxdy 
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Wijderg volgt uit de waarden van 

dt X — a dz y — 6 

dx z dy z 



é^z 



d^z 1/ (g? — a)» ^ tin^ip 

dx^ ~ "^ 7^ ) ~'T~' 

__ (^ — o) ^ (a? — g) (y — h) __ nn. ç^cot.y. 



dxdy 2» dy a» 2 

Derhalve 

d'tf i/ nn. 2y *tn. 2f>, m. 2^,\ 

rf^tt d^u rd^Uyi »<n,*{f— ç?,) «n.MîP — S^i) , ««• Vi— ?>») >^ n 

— - .— - — \y--r-) = ^ >u. 

ds^ dy^ dxdy' zz^ zz^ z^z^ 

*^ • 

Uit al hetwelk op te roaken is, dat de fnnctie u een miniraam 

wordt, ingeval het pant P op de hiervoren verrocide vrijze bepaaid 

is, hetgeen door eene bekende meetkonstîge constractie gemak- 

kelijk geschieden kan. 

De lengten der drie afstanden PA, PB, PC laten zich overigens 

op gelijke wijze als in het problema van Srbllics berekenen, waar- 

door dos insgelijks de ligging van het punt P bepaaid is. 

5®. Op iwee gegevtne en in hetzelfde vlak liggende hromme lijnen twee 
punten te hepaten , welker afstand een tMiximum of minimum %ij, 

Mennoerae x, y de coôrdinaten van het punt opde eene, enx\y^ 
die Tan het pant op de andere krorarae , dan zal de fnnctie 

x = {y'—yf + {x'-x)*, 

een maximam of mininiam moeten worden. Beschoawt men y en y' 
respectivelîjk aïs fane tien van x en x' ^ dan is x eene functie der 
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twee van elkander onafhankelijke elementen x, x\ welke aan de 
Tergelijkingen 

^ = _2(y'-y)|-2(.'-,) = 0, 

%= %'-y)g-;+2(.'-.) = 0, 

behooren te voldoen . Hierait yolgt terstond 

dy df 

dx dx' 

De eerste der voorgaande vergelijkingen îs die der normaal door 

het pant {x, y) der eerste kromme, en de tweede die der normaal 

door het pont (x\ y') der tweede kromme getrokken, Het blijkt 

alzoo, dat de lijn , die de panten (x,y), {x\ y') vereenigt, eene 

gemeenschappelijke normaal aan de beîde krommen zal moeten zijn. 

Yoor de waarden der differentiaal-qaotienten van de tweede orde, 

heeft men, in de onderstelling van -^ = —, 

dx dx 

d^x d^v dy^ 

dx^ I ^^ ^^ dx^ ^ dœ^ ^ 

■"■ =-2i. + ^:i- 



dxdx' ' dx^ 

Passen wîj deze algeroeene formules toe op het bepalen van den 
kortsten afstand tasschen eene règle lijn en een' cirkel , tôt verge- 
lijkingen hehbende 

y = xtg,a, [x'—a)^ -h (y'— 6)» = r\ 

dan volfft nit de voorwaarde — =i -^» 

^ • dx dx 

(x' —a) -f- (y' — b) tg.a — 0, 
dus {y' —h)^ {tg^,a+\) = T^, oîy —b = ± rcos.a, 

«n (a?' — o)* (coi.^a+l) zz: r*, o£ x' — a = + nin.a. 

dz 
Wijders geeft de vergel. -— = 0, 

dx 

iy —y) <flf-« + x' — X = 0, 

of y' «in. a + x' cos.a izz xiec.a, 



1 
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das (h±^ co$, a) sin. a -^^ (a'^fr sin, a) eo$. a = j; sec.a, 

waaruit a? = (5 sin. a -f- a cos, a) cos, a, 

en y = (b sin. a -f- a cos, a) sin. a , 

zoodat de vier eoordinaten der onbekende piinten thans bepaaid zîjn. 
De gemeenschappelijke norraaal is hier de loodlijn CD {fig. 55) 
uit het middenpunt C des eirkels op de gegevea lijn AB getrok- 
ken. De zoo even gevondene waarden voor de eoordinaten der snij- 
punten D,E of JS' stemmenovereen met die, welke men gemakkelijk 
ait de figuur zelve kan afleiden. Er blijft thans nog overig het be- 
staan van het minimum aan de differentiaal-qaotienten der tweede 
orde te toetsen. Te dien einde heeft men, omdat hier 



^ = en —i^ = — — "^ '• 



is 



dx* dx^ (y' — lif ^ rcos.^a 

d^i o I ^ it Tcos.a — (h sin.a + aeos.a) sin. a 

—-f- = 2 — r htec^a 

dx^ ' ^rcos^a 

/h cos» a — asin.a\ 

V rcosj^a /' 

geldende hier het bovenste teeken voor het pant E' , en het 
benedenste voor het punt E. Daar nu y- steeds een positief teeken 
behoodt , zai -tt^ îQ ^^^ pant E' van hetzelfde teeken zijn , indien 
& ^ a(y a is, en in het punt £, indien 6 y atga, zoo aïs in onze 
figuur het geval is, uithoofde aldaar het punt C buiten den 
hoek BOX gelegen is. 
Wij hebben alsdan 

d^z d^s {bcos.a — asin.a) 

dx^ dx'^ r cos.^a 



-7= — 2(1 -f- tg^ a) = — 2sec.^a. 



dxdx' 
Derhalve 

d^z d^z / d'« \* ,/heos.a — asin.a-^r 

dx^ dx 

welk verschil alleen dan positief wordt, indien de afstand CD > CE 
is , zoo als in fig. 55 plaats vindt. Hieruit Toigt aizoo , dat de afstand 



' / d'« \* /heos.a — asin.a-^r\ 

* \dxdx' ) \ rcos.'^a )* 
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ED werkelijk een minimum is. Door den cirkel binnen den 
hoek BOX te plaatsen , zal men van het benedenste teeken alsdao 
gebruik makende, insgelijks tôt het bestaan des roinimams knnnen 
besinîten. 

Wij laten het aan den lezer over de yoorgaande formules op twee 
cirkels of op andere bekende krommen Tan toepassing te maken. 
Zie hier nog enkele vraagstakken ter verdere oefening in de leer 
der maxima en miniraa. 

1'. Onder aile regthoekige parallelopipeda van helzelfde oppervlak, 
datgene te hepaleriy welks inhaud een maximum zij, 

2*. Onder aile regthoekige parallelopipeda van gelijken ttiAoud, dat- 
gene te bepalen, ujaarvan het oppervlak een minimum xij. 

3*. Onder aile parallelopipeda die in een gegeven bol kunnen be^ 
ichreven worden^ datgene te bepalen^ hetwelk den grootsten inhoud 
bezit, 

S 156. Voor fanctien van een willekearig aantal veranderlijken 
kannen wij de voorwaarden voor het bestaan van maxima en minima 
op eene algemeene wijte aidas vinden. 

Zij U = f{x,yyZ,t,u..,). 

Laten de veranderlijke elementen x^ y, z, , . respectivelijk met 
ah y aky al. .. aangroeijen, en U hierdoor in U' overgaan, dan zal 
deze laatste als eene fanctie van a raogen besehoawd worden. 
Men stelle dienvolgens 

U' = F{a)y dus U = F(0). 

Moet nu F(a) , voor a = een maximum of minimum worden , 
zoo heeft men in dat geval 

l^i(0) = 0, 

en ^2(0) negatief of positief ; en in het algemeen zal het differentiaal 
quotient van F(a), hetwelk voor a = niet verdwijnt, van eene 
evene orde moeten zijn. Hierbij wordt wederom stilzwijgend onder» 
steld, dat geene der afgeleide functien van D'y voor a = 0, onein- 
dig groote waarden bekome. 

Stellende nog x + ah z=z x\ y -f-aft = y' enz. , 

en derhalve 17' = f{x\ y', «',... .), 

dan zal de volledige waarde van dU\ in aanmerking nemende, dat 

dU' _ dïr_ dV _ dir^ 

dxi dx ' dy\ dy 
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tôt waarde hebben 

« 

Derhalve 

dU' dV ^ dV , du' . 

en daar (]\ voor a = , in V overgaat , heeft raen 

„ ^, do ^ du , du, ^ 
oa? dy dz 

yréike uitdmkking voor aile mogelijke waarden van h, k, l.,. niet 
uni kan worden, tenzij men afzonderlljke hebbe 

du ^ du ^ du 

-=— = 0, -r— =0, — -z=0 enz. 

dx dy dz 

Deze vergelijkingen bevatten de eerste voor waarden , waaraaa 
Yoldaan moet worden door de bijzondere waarden van x, y, x. . . 
die de fanctie U tôt een maximum of minimum maken. 

Yoor de waarde van ^2(0) vindt roen gemakkelijk uit (2), 

d^U d^U ^ d^U 

d^U d^U 

dxdy dxdz 

welke voor aile waarden van ^, ft, ly in het geval van maximum 
negatief, en in het geval van minimum, positief behoort te zijn. 
De daartoe vereischte voorwaarden zullen blijkbaar des te zamen- 
gestelder worden , naarmate het aanlal onafhankelijke elementen 
Sf y y X, toeneemt. 

Yoor drie veranderlijken x, y ^ z bijv. y zou men aldus behooren 
te werk te gaan , om de voorwaarden tôt het bestaan van een 
maximum of minimum te leeren kennen. Men stelle kortheidshalve^ 



d^V . 
dx^ ^' 


d*D 


B, 


d^U 


- C, 


dy'^ 


dz* 


dxdy 


dW 
dxdz 


E. 


d*V 

dyds 


F, 


dan zal de uitdrukking 










Ah^ + Bk^ + W -ir 2Dhk + 2Ehl + 2F kl y 
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of hetgeen hetzelfde is 

steeds positief of negatief moeten ziju. Stellende nog 

h k 

ilan zal de yergelijking 

Ap^ + Bq* + 2Dpq + 2Ep + 2Fq -f. C = . . (3) 

ten aanzien van p opgelost, onbestaanbare of gelijke wortels moe- 
ten hebben , waartoe gevorderd wordt , dat 

A{Bq^ + 2Fq'{-C] — {Dq-^E)* > of = , 

of {AB — D^) q^ + 2UF — DE) q + ÂC— E^ > =0 zij, 

en hierann kan, yoor aile waarden van q, alleen dan voldaau wor- 
den , indien 

V, AB > D^ en 2». (AB—D^) {AC-^E^) > {AF — DE)\ 

waaruit tevens volgt * 

30. AC > EK 

Is nu aan elke der drie laatste voorwaarden voldaan, dan wordt 
daarenboven tôt het bestaan van een maximum gevorderd , 

À < 0, B < 0, C < 0, 

en ¥oor het minimum 

^ > 0, B y 0, c y 0, 

Had men de vergelijking (3) ten aanzien van q opgelost, de uit- 
komsten zouden yan de vorigen alleen hierîn verschillen, dat A 
en B zoo mede £ en F onderling verwisseld zouden zijn. De 
eerste âer drie gevondene voorwaarden bleef alsdan dezelfde ; de 
tweede daarentegen, welke ook aldus kan voorgesteld worden 

A [ABC—CD^ — BE^—AF^ —2DEF} > 0, 

gaat, na de geraelde letter-verwisseling, over in 

BiÀBC—CD*—ÂF^ — BE^ —2DEF^ > 0, 

en aangezien ^i en ^ steeds met hetzelfde teeken moeten aange- 
daan zijn , bevatten beide uitkomsten siechts eene en dezelfde 
voorwaardc. 
Strikt gcnomen is diensvolgens het bestaan van een masiraura 
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of minimiini eeniglijk verbonden aan de twee navolgende voor- 
waarden , 

P. AB y D^ , V, {ÀB — D^)(ÀC—E^) > (AF — DE)\ 

Toor welke laatste even goed geschreven kan worden 

[AB — D^) [BC—F^) > {BE—DF)\ 

terwiji daarenboveii het positieve of negatieve tecken van A zal 
aandoiden of er rainimiim dan wel maximum plaats vindt. 

Mogten echter de zes grootheden À , B ,C , D , E yoor de inraarden 
van x^y , z, welke aan de vergelijkîngen 

— — — — — — 

da? * dy * dz 

d*F(a) 

Yoldoen, gelijktijdig nul worden, dan zonde ook • - , \ moeten 

verdwijnen, doch ■ eene eindige waarde verkrijgen, waarnit 

alsdan de voorwaarden voor het besiaan des maximums of mini- 
ranms af te leiden zîjn. Wij zullen ons echter met dat onderzoek 
hier niet vérder inlaten, dewiji de uitkorasten slechts zeldzaam 
eene toepassing zooden vinden. 

S 157. Beschouwen wij nog het geyal, dat de functie U =. f[x^ y, 2) 
een maximum of minimum raoet worden, en zulks in de onder- 
stelling, dat de drie veranderlijken x, y, z tevens aan elkander 
verbonden zijn door de vergelijking 

F{x,y,z) = 0, (4) 

zoodat z hier aïs eene ingewikkelde functie van x en y voorkomt. 
Daar œ en y van elkander onafhankelijk zijn, heeft men in de 
eerste plaats te voldoen aan de voorwaarden 

àV_dJ,dfdx__ 

dx ~ dx^Ti dx~ ' • • ' • • ^*' 

dy dy dz dy 
Wijders geeft de rergelijking (-4) nog 



dF dF dz 
dx ' dz dx " 


= 0, 


dF dF dz 
dy dz dy 


= 0. 



dz dz 
Na eliminatie van t^, ^ tusschen de vier voorgaande vergelij- 
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kingen, verkrijgt men twee anderen, die, in vereeoiging met de 
vergel. (4), voldoende tullen zijn ter bepaling der waarden van 
X, y,Xf 1/velke de gege^ene fonctie U tôt een maximum of mînîmnm 
roaken. 
Men zal wijders, door differentiatie , uit de vergelijkingen (5) (6) 

d^u d^u d*u 

de waarden van -— -, ---, -;— - , in fanctie van x, y, % konnen 

ax^ oy» dx ay " 

afleiden, en hieraan vervolgens het bestaander maxima en minima 
ingevolge het vroeger geleerde, toetsen ; op gelijke wijze zal men 
kunuen te werk gaan voor fanctiën van een willekeurig aantal 
veranderlijken. 

S 158. Wij zollen de thans afgehandelde théorie besloiten met 
de korte aanwîjzing eener algemeene en zeer vrachtbare leerwijze 
tôt het onderzoek der maxima of minima bij fanctiën van een 
aantal veranderlîjke elementen , die siechts gedeeltelîjk van elkander 
onafhankelijk zijn. 

Zij namelijk U eene functie van m veranderlijken x^y, z^t , . ., 

die te?ens aan elkander verbonden zijn door p vergelijkingen van 

den vorm 

X = 0, if = 0, iV^=Oenz., 

zoodat er een aantal van m — p onafhankelijke veranderlijken 
overig blijven: 

Deze vergelijkingen leveren de navolgende diiSerentiaal-betrek- 
kingen op, tosschen de m veranderlijken, 

dL ^ dL ^ dL ^ 

— - «to-h-T- tfy+^i-dx + eni. = 0, 

dx dy ax 

dM ^ dm ^ dM ^ n V 

-7- ax -h -r- <^y + -ï- ^' + eni. = 0, ) . . (A) 
dx dy dz 

dN ^ dN ^ dN , 

--- da? -f- —- aw + ---- dz -f- enz. = 0. 

dx dy dz 



Ter bepaling van het maximum of minimum moeten de partiële 

» 

diiferentiaal-qnotienten van £/, ten opzigte van elke der onafhan- 
kelijke veranderlijken , gelijk nul gesteld worden. Om deie te be- 
komen zal men in de volledige waarde van dU de p differentialen 
der afhaifkelijke veranderlijken moeten elimineren met behulp 
derp voorgaande differeniiaal- vergelijkingen (A), en hierna de coëffî- 
cienten der m — p overige differentialen gelijk nul stellen. 
Dezt eliminatie kan nu verrigt worden door die vergelijkingen 
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respectievelijk te yermenigvaldigen met onbepaalde factoren ^,/u, 
y. . ., de sont dezer producten op te tellenbij de yergelijking 

dU dU dJJ 

dx dy ^ dz 

en alsdan de coeffîcienten van elk dcr m difierentialen ge)ijk nul 
te stellen. 

Ëlirainereude vervolgens de p ingevoerde factoren il, )ct, v . . ., zoo 
ontstaan hierait m — p Tergelijkingen , welke, in yereenîging met 
het stclsel (A), voldoende zallen zîjn ter bepaling der waarden van 
de m veranderlijken, welke de functie V tôt een maximimi of 
mînimnm maken. 

De verdere beslissing hieroratrent zal met behulp der diiferen- 
tiaai-qaotienten van de tweede orde, volgens de hiervoren ver- 
klaarde théorie behooren plaats te hebben. 

Dit weinige zij ecbter genoegzaam^ om zich met den geesteener 
handelwijze bekend te maken, die, vooral in dehoogere deelen der 
Mechaniea , eene belangrijke toepassing vindt. 
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Ontwikkeling van eenige ingewikkelde functiën , 
volgens de reeks van Lagrange. 

S 159. De reeks van Maclauriit voor de ontwikkeling van func- 
tiën volgens de opklimroende magtenvan het veranderlijke élément, 
en waarvan het nnttig gebruik ons reeds oit menigvoldige toepas* 
singen gebleken is, maakt slechts een bijzonder geval ait eener 
meer algeraeene reeks» welke van den beroemden Lagrahgb af- 
komstig is, en ten doel heeft de ontvrikkeling eener fanctie y 
van de veranderlijke grootbeid x, wanneer die fanctie gegeven is 
door eene vergelijking , begrepen in den algemeenen vorm 

zijnde bierin f(y) eene bekcnde fanctie van y. De reeks na volgens 
v«relke y naar de opklinimende niagten van a kan worden ontwik- 
keld, zal deze zijn 

waarin f[ai) kortheidshalve door X aangewezen is. 

Wij konden deze reeks niet onmiddelijk op die van BlACLAURiif 
en Tatlor la ten volgen , verrai ts het betoog daarvan , gelijk thans 
blijken zal, gegrond is op de eigenschappen der partiële difieren- 
tiaal-quotienten eener fanctie van twee veranderlijke eleraenten, 
welker théorie, naar de door ons aangenoraen volgorde, eerst in de 
XVIIP Les behandeld is. 

§ 169. Onderstellende dan dat y vatbaar zij om in eene conver- 
gerende reeks naar de opklimmende raagten van a ontwikkeld te 
worden, hetgeen voor kleine waarden dezer grootheid altijd raoge- 
lijk is, zallen wij mogen schrijven 

waarin nu de coëfficiënten Fq, F,, F,, functiën van x alleen 
aanduiden. Voor o = 0, wordt y = a?, dus heeft men Fq = x. 
De factor Y m y behoorende bij den (m -4- 1)" term, zal, ingevolge 
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de reeks van Maglaurin , blijkbaar tôt waarde hebben . -^ , 

2.3..m da^ 

nadat hierin a =z= zal gesteld zijn, x bij deze differentiatiën 
als standvastig aanneraende. Het bepalen dezer factoren komt das 
eeniglijk neder op het vinden eener algemeene uitdrukking voor 
Y m in functie van x, 
Differentîëren wij te dien einde de gegevene vergelijking 

afzonderlijk ten aanzien van elk der van elkander onafhankelijke 
elementen ^ en a , dan bekomen wij achtervolgens , 

en hierait f|(y) verdrij vende , ontstaat er de differentiaal-be trekking 

t=t< « 

waardoor de differentiatiën ten opzigte van a, tôt die ten opzigte Tan 
X worden teruggebragt, hetgeen een geschikt bulpraiddel opievert 
om de waarden van F^ , F^ enz. ait elkander af te leiden. 

Daar Yt de waarde van -/ voor a = voorstelt, en v alsdan in 

X overgaat, waardoor -^=i 1 wordt, zoo vinden wij terstond met 

dx 

bebalp der vergelijking (2), 

F, = rts) = X 

Om F, te bekomen , diSerentiëren wij de laatst genoemde vergelij- 
king wederom ten aanzien van a, en van or, dan komt er 

da» '^'^ ûaAx '^^' ds 4a 

dus, na substitutie der waarden van -— ^ en —, gaat de eerstedezer 

aadx da 

beide vergelijkingen over in 

en hierdoor is nu ookde tweede afgeleide fanctie van y ten opzigte 
a , uitgedrukt in die ten opzigte yan x. 

Wijders is het geraakkelijk in te zien , dat het tweede lid der zoo 
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even gevondene vergelijking juist het differentiaal-qaotieDt van het 
produçt (fyY. ^ ten opzigte van x voorstelt. 
Dcrhalve heeft men 



'•(«,)■ I) 



■^ - - -^ (3) 



da^ âx 

en das, door a = te stellen 

Y ^ 1 d4{xy ^ 1 rf.( J) 

' 2 dfx 2 c/ar ' 

Op gelijke wijzevoortgaande, laat zich uitde verge! . (3)afleideD, 



é^y_ ^{m*%) 



en alzoo 

Om echter in geene herhàalde herleidingen te vervallen, zollen 
vrij thans betoogen , dat men in het algeraeen heeft , 

"" ~ 2.3..m dar"»-i ' 

Differentiëren wij nainelijk het prodact çiy)-^ ten opzigte van a, 
dan hebben wij 

'l(!?î!|)=,(v)i!y+,.(y)^^. 
({a (fâ7(fa cTo? da 

waarin fiy) eene geheel willekeurige fanctie van y bcteekent. 
Schrij vende nu voor -r-r- ^^ j-9 ^^ hiervoren gevonden waarden, 
korat er 

welke nitdrukking juist aanwijst het difierentiaal-qaotient ten 
aanzien van x, van het prodact 

f^)f{y)%' 



i / 
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zoodat raen heeft 

^•(<'(y)|) _ ^•(y(y)r(y)g) 

da dx 

Stellen wij thans ç>{y) = /ly)'*, dan volgt hierait de algeineene 
formale 

da ~ ds r^ 

Hiervoren is reeds gevonden 

d^y _ ^'((^y)4) 

da» dx ' 

dus geven de achtervolgende differentiatien ten aanzien van a, 
met behulp van (4) 



<'(r(y)4) 



d'y 



-(^»"l)_'-[^^]_'-('^«-S) 



cfa' dâ;da d^ d^* 

da^ dadœ^ dx* 

en. dus in het algemeen, 

welke formule, voor a=:0, zal geven 

^ ~ 2,3.. m da?"*-i ' 

Men verkrijgt aizoo voor de gezochte reeks, 

a* d(J>) a' d*(jr«) 
y = . + aJ + --L_^ + 2r3-ir^+ . .(A) 

welke 9 bij de toepassing op bepaalde functien, nogtans de ontwik» 
keling vordert van de achtervolgende differentiaal qnotienten der 
tnagten van X 



i%rk 
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Yoor zeer kleine waarden van a, zoodat de twecde en hoogere 
magten dezer grootheid mogen yerwaarloosd worden^ heeft raen 

y = * + «/(^), 
zoo aïs zalks nit de oorspronkelijke yergelijking 

gemakkelijk af te leiden was. 

lu het bijzonder gevai van a = 1 , yerandert de reeks (A) in 

1 d(Z*) 1 d*(jr») 

S 161. Men kan ziclT tevens de meer algenieene vraag voorstel- 
len , om ait de verg. y = x + afiy)^ in plaats yan y, eene wil- 
lekearige functie F(y) af te leiden , welke insgelijks naar de op- 
klinimende magten yan a ontwikkeld zij. 

liu is volgens de reeks yan Maclàuriii, 

F(y) = Fi.) + (-).a + (— ).- + {^).^^ + en«.. 

waarin (^^) de waarde der afgeleide fanctie ■ ^ yoor a = 
beteekent. 
Uit de yergelîjking 

— _F,(y)__F,(y)ny)_, 

voigt wederom, door achtervolgende diiferentiatien ten opzigte yan 
a , en met behnlp der algenieene betrekking (4), welke yoor 

9{y) = Ftiy) f{y) , 

geeft 

à- [(f i(y) «y)|] J. \(Ft(y)f(y))%] 

da ds 



d^Fiy) ^-[iPMmfi] 



dû* dx 



^F(y) ^'[(^my))'^] 



da^ dx^ 
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en in het algemeen 

Stelt men hierin a = 0, dan.komt er 

( à-^F{y) \ _ d">-^[(fi(ig)/ta?))>"] 

en men verkrijgt aizoo, kortheidshalve 'à^ç{x) voor ^ ^ schrijvende , 
de ontwikkeling 

Mrelke, yoora = 1, overgaat in 

F{y) — F[s)^F^{x)f[s) + U{F^[x){[x)^'\-^l^^^^ 

Deze laatste reeks is raeer bepaaidelijk bekend onder de benaming 
van reeks of theoreraa van La Grarae. De meer algemeene (G) laat 
sâoh eehter onmiddelîjk daarait afleîden, indien men sleebts f(x) 
door af[x) vervangt. (*) 

Stelt men in de reeksen (A) en (D), a; = 0, dan kunnen zij 
dienen, ora uit'de vergelijking 

hetz^ de waarde van y, of wel eene bepaalde fanetie van y, regt- 
streeks in a nittedrakken. 

S 262. Menigvaldig zîjn de toepassingeu , welke men van deze 
hoogst gewigtige reeksen op onderscbeidene analytiscbe onderzoe- 
kingen kan maken, waartoe inzonderheid raogen gerekend wor- 
den» de algemeene ontwikkeling van de wortels der hoogere magts- 



{*) La G a AUGE heeft deze reeks ▼dor het eerst bekend gemaakt îr eene belang* 
rijke Terfaandeling , getiteld.' Nouvelle méthode pour la résolution des équations 
littérales par le moyen des séries ^ te vinden ni de Mémoires de Vacadémie de 
Berlin y voor den jare 1768. Het aldaar gegeven betoog, lietweik op eeae soort 
Tan inductie gegrond is , heeft later, l)ij eenige voorname wiskundigen, bedenkingen 
doen ontstaan , die andere meer rcgtstreeksche bewijzea uitgelokt hebben , waarTan 
het door ons medegedeelde tôt de minst xamengestelde behoort. Dezelfde reeks is 
Tervolgens door La Place onder eenen meer algemeenen Torm Toorgedragen, en 
tevens op functiên Tan Terscheidene Teranderlijke elementen nitgebreid geworden. 
Ook Gaught heeft in het Ville deel der Mémoires Tan de Parijsche Akademie 
(1829), een' belangrijken arbeid over hetzelfde onderwerp geleverd, waarintevens 
de waarde van de rest der reeks onder een' eindigcn vorm wordt Toorgesteld. 

I. 18 
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vergelijkîngen in fanctiën van derzelver coëfficienten ; de omkeering 
der reeksen, en de oplossing van vêle transcendentale vergelijkin- 
gen. Ten eînde het bestek van dit leerboek niet teoverschrîjden, 
raoeten wij ons hier bij eenige weinige toepassingen bepalen , die 
evenwel voldoende zallen zîjn om de belangrijkheid der gemelde 
reeksen ten sterkste te doen nitkoraen. 

Wij kiezen daartoe in de eerste plaats de ontwikkeling in 
reeksen van de niagten der wortels van de tweede en derde magts- 
vergelijkîngen in functiën van hare coëfficienten. 

1®. Zij de vergeîijking 

a — hy + cy* = 0. 

Na dezelve door h gedeeld, en vervolgens vergeleken te hebben 

met de vergelijking 

a? — y + /"(y) = , 

waarop de reeksen (B) en (D) van toepassing zijn, heeft men 

ù ex* 

j? =-, X = f(x) = —. 

Ora na onroiddelijk eene reeks voor de waarde van y» te beko- 

men, stelle men in (D) 

F{x) = «*", dtts Fj(ar) = ma?"»-i. 

tnc 
Fi{x)f{x) = — «« + 1. 

en op deze wijze voortgaande, vindt men, na substitntie der waarde 
van Xf de reeks 

^ -y-^T^ï^ -^-r.rT^^P + — 1:2:3 — b^^v 

m(m4-5) (m4-6) (wH-7)c* a.'«4-4 

+ f:2X4 b^^ï^ +"'^'- • (^^ 

waarvan de wet van voortgang duidelijk in het 00g loopt. 
Voor m = 1 , gaat de gevondene reeks over in 

a a^c 4a3c« 5.6 a*c» 6.7.8 a«c* 
welke ontwikkeling 00k regtstreeks uit(6) had kannen wordenafgeleid. 



i 
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De naauwkearigheid dezer laatste reeks laat zich spoedig beyes- 
tigen , door het ontwikkelen der ivortels Tan de yergelijking 

in oneindige reeksen, volgens de gewone oplossings-wiyze. Hen 
heeft nanielijk 

Het benedenste teeken gebrnikende, vindt raen, na ontwikke- 
ling der wortel-uitdrukkîng , 

a a^c J^a^c^ 6.5 ûM 
y = 6 -*" 1? ■*- HT -*- 2l TT + «n^- 

Het bovenste teeken geeft 

b a a^c Aa^c^ 

van welke beîde reeksen, de eerste met (2) volkomen overeen- 
stemt. 

Het tbeorema van La Grange scbljnt îndeneersten opslag siechts 
één' enkelen wortel der hoogere magts-vergelijkingen te kunnen 
opleveren , en wel bepaaldelijk dien wortel, welke tegelijk met den 
eersten of bekenden tenu a nul wordt* Ware zulks werkelijk het 
gevaly zijne toepassingen zouden hierdoor zeer beperkt worden. 
De genoemde wiskundige heeft ecbter aangetoond, dat men, door 
eene omzetting der termen van de, gegeveoe vergelijking^ altijd in 
staat is, al hare wortels in reeksen te ontwikkelen, zoo als thans 
ten aanzien der hier behandelde tweede roagts-vergelijkîng nader 
zal kunnen blijken. Men schrijve haar namelijk onder dezen vorra, 

hy — cy^ —a = 0, 
en deele vervolgens elken term door cy, dan komt er 



c ^ cy 



Men heeft dus hier 



5 a 

c es 

ex c 
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d.{F,{x)f{x)^) = d. {^ a:«~3) = m.(m — 3) ^^«"S 



Zoo yoortgaande yindt nien voor de tweede waarde van y"*, 






en das voor den tweeden wortel 

h a a^c -.a^c* 5.6 a*c* 

welke reeks, gelîjk nien reeds hiervoren gezien heeft, de ontwik- 
keling van den wortel 

voorsteh. 

Het behoeftnaauDvelijks hier opgenierkt te wordcn, dat de reeksen 
(1) (2) (3) (4) alleen dan de waarden van y"» en y doen kennen, 
ingeval zij convergent zijn. De divergentie is het gevolg van de 
onbestaanbaarheid der v?orte1s, orodat, kac alsdan ^ 6* zijnde, de 

/ 4 QC\ 

wortel-uitdrakking 1/(1 — -) zich in geene convergerende reeks 

laat ontwikkelen. 
Daar een der ivortels van de vergelijking 

a — hy + ey^ = 0, 

h 
tegelijk meta verdwijnt, en de andere hierdoor gelijk aan-wordt, 

zoo bebooren de reeksen (2) en (4) mede aan die voorwaarde te vol- 
doen , hetgeen ook vtrerkelijk het geval is. 
S^*, Zij de vergelijking 

a — by + cy^—dy^ = 0, 
of « ^y+2L=zK = 0. 

dan heeft men, op grond der vergelijking 

^ = ., f{x) = g , 
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en hieruit zal men , met befaulp der reeks (BJ, na de vereisehte 
differentiatiën en sabstitutiën verrigt te hebben» voor een* der 
wortels bekomen 

Oni na de beide overige wortels insgelijks in reeksen uit te 
drakken, moet men, volgens de aanwijzing van LaGharge, twee 
andere op elkander Tolgende termen der vergelijking , naar voren 
brengen, en dos acb ter volgens schrijven, 

hy — cy^ + dy^— a = 0, 

en cy* — dt/'+ a — 5y = 0. 

Uit de eerste voigt 

5 (fy' — a ^ 

-'-y + — = 0, 

c cy 

h dx^ — a 

dus a; = — . f[x) r= 



en uit de tweede 



c ex 



c a — hy - 



C a — hx 

Door nu op deze twee verscbillende waarden van x en f(x), de 
formule (6) van toepassing te maken, verkrijgt men twee reeksen, 
die de waarden der beide overige wortels zullen opleveren. Wij 
onthonden ons die reeksen bier te laten volgen , dewijl zij , wcgens 
het zaraengestelde van bare termen, voor bet berekenenvan de ge- 
tallen -waarden der wortels minder gescbikt zijn dan eene der 
bekende benaderings-leerwijzen , en dus slecbts ait een analytisch 
oogpunt bescbonwd, eenige waarde bezitten. 

De weg bier voren aangewezen zal tbans voldoende zijn , om zieb 
te overtuigen , dat men van betzelfde bulpmiddel steeds gebruik 
kan maken om al de wortels eener boogere magts-vergelijking , 
zoo mede bunne magten of andere f une tien derzelven, in van 
elkander verscbillende reeksen te ontwikkelen. 
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3^. Tôt voorbeeld strekke nog dd n* magts-vergelîjkiog 

a^-hy + cy^ = 0, 

a c 

of -— y H-^y»= 0, 

a c 

dus * ~ i' ^^' ^^ 6*"" 

Het is niet moeijelijk daarait, met behalp der formale (B), de 
nâYolgende reeks Toor y*" af te leiden, 

ax». m«i»-i i9i(m + 2fi — l)«»<i*»~* 






(te 



ift(m+ 3n— l)(m-|-3tt— 2)c»a^«-^ i 

welke wederom, zoo als het behoort, voor n :^ 2, de reeks (1) 
te Toorschijn brengt. 

Om den wortel y te bekomen y heef t men, m = 1 stellende , 

_ a a»»c n o^ »-ic* «(3 n — 1 ) a' »- V 

n(4n— 1) (4 n — 2)0**^3 0* 

Ofschoon na de onvolledigheid der gekozene vergelijking den w^ 
schîjnt af te snijden , ora hare yerschillende wortels inreeksen te ont- 
ivikkelen, hecft La 6baii6b echter de halpraiddelen aangewezen, welke 
in zoodanige omstandigheid geschikt zîjn om die wortels te doen ken- 
nen. Wij kannen, om in geene te groote wijdloopigbeîd te TerFalIen^bij 
dat belangrijke onderwerpuiet langer stilstaan, en evenmin de kenmer- 
ken onderzoeken , welke omtrent de convergentie der reeksen moeten 
uitspraak doen, en waarmede de bestaanbaarheid der wortels in 
naauw verband staat. Den lezer, die omtrent de toepassîng yan bet 
tbeoreroa van LaGhangs, op de ontwikkeling der wortels van de 
boogere magts-vergelijkiogen meerdere bijzonderheden verlangt te 
weten, zîj de studie yan bet bieryoren (bladz.273)aangebaaldege- 
scbrift yan dien beroemden wiskundige ten sterkste aanbeyolen (*}. 



{*) Onze aankomende wiskundig^en , wien de gelegenheid ontbreken mogt Tan 
den oorspronicelijken arbeid yan LiGrangb kennia te nemen, kunnen hierom- 
trent met vrucht raadplegen J, si GBiME'f Beginselen der DijfereMiattl'inte* 



x 
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S 163. Gaaû wij thans totdetranscendentale vergeHjkingfen over. 

De oplossiog van het Traagstuk , in de sterrekunde bekend onder 
den naam van problema van Kepler , en strekkende om bfj de be- 
weging van eenig hemelHgchaam om de zon, zoowel de ttitmiddel^ 
pantige en de ware anomalie, als den voerstraal of den afstand 
tôt de zon, in funetie der raiddelbare anomalie tiit te drnkken; 
leidt tôt de navolgende betrekkingen tusschen deze vier groothe- 
heden en de afmetingen van den elliptischen loopkring (*]• 

u z=: ç> + e 8%n, tt (a) 

r z=z a{l — e cos, u) : (j9) 

waarin a voorstelt de halve as of lijn der absiden , e de verhou- 
ding tusschen de excentrieiteit en die halve as, r den voerstraal, 
f> de raiddelbare, u de uitmiddelpantige, en ^ de/ware anomalie. 
De berekening van den hoek u in funetie van de ware anomalie 
Çy die evenredig aan den verloopen tijd is, was, y6or het bekend 
worden van het theorema van La Grange, het moeijeKjkste gedeelte 
der oplossing van het problema van Kepieb , en kon eeniglijk langs 
den weg van bcnadering, door middel van achtervolgende substita- 
tiën, ten uitvoer gebragt worden. Thans echter is men in staat 
de waarde van u, regtstreeks uit de vergel.(a), in funetie van ç 
uit te drukken, volgens eene reeks , naar de opklimmende magten 
van het getal e geordend. Te dien einde stelle men in de alge- 
meene vergelijking 

y = a? 4- a f (y) , 

y = u, X :=. Kp ^ a ■=. e, en f[y) = m, u. 

De reeks {A) geeft hier ter bepaling van u , 



graal' en variatie-rehening , Ilde deel , pag. 297 et teq. , alwaar het onderwerp 
insgelijks met groote uitvoerigheid behandeld is. Dat deel is eerst voor eenige maan- 
den , na den dood des schrijvers , in het licht Terschenen door de zorg Tan den 
Hoogleeraar Verdam , die hetzeWe met eene belangrijke bijdrage Over het interpo^ 
len van reeksen Terrijkt heeft. 

(*) Yoor het betoog daaryan moeten wij den lezer naar de leerboeken over de 
sterrekunde verwijzen. 
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Om de hier aangewezen differentîatiën het geniakkelijkst niite- 
Toeren, zullen wîj de niagten der sînassen, door de sinossen en 
cosinnssen Tan de veelvoaden des boogs nitdrnkken. Yolgens de 
bekende gonioraetrische fomiales, heeft nien 

2 m.*f> = — eos* 2^ + 1, 
2*«n.V = — «in. 3^ -f- Sm.sf» 
2'«in.V = cof. V — 4eo«.2f> 4- 3, 
2*nfi.V = m. 5^ — b$\n.Zf -f- lO'tn.f » 
2*«n.V = — «w.6f> + 6co#.V — 15 co«. 2f> 4- 10, 

2*m.V = — m. 7ç> + 7 «in. 5f> — 21sin. 3^ -f- 35<tii,^y 
enz. enz. 

Derhalve 
d. #tfi.'ç> = «in. 2^, 

- . ^ 3*«in. 3^ — 3nii.9 
d«.m.V = 2^ , 

à'.nn.V = 2*<in.4f> — 4nii. 2f, 

A4 . JE 5**tn. 5î» — 5.3**în.3ç> + lOttn.s^ 
d*.nn. *ç^= — ^ 

d«.m.V = 3«<tn.6f» — 6. 2^«fn.V + 15 «m. 2?», 

A« z 1 l^Hn.l^ — 7.5»n«.5sr + 21.3«nn.3f> — 35 nn.^^ 

^ 2« ' 

enz. enz. 

waardoor men voor u de navolgende reeks bekomt^ 
u =s' + 0nn.ç> + -~ m. 2f>+ ^(3«n. 3^? — sin.^) 

+ 1^ (2nn, 4f> — m. 2^) + ^ (5» itn. 5f — 3* n». 3f» + 2 m.çT) 

H- sT-^-^ (3*nn.6^ — 2«nn.4f> + 5 «in. 2f^) 

4. — — rr-r (7* «in. 7f> — 5« Hn. 5ç> + 3^ sin. 3f> — 5 tin.^) •+- enz. (0' ) 

welke nien , des verkiezende , insgelijks naar de sinassen der yeel- 
Tondcn vao ^ kan rangschikken. Daar de yerhonding € bij de 
meeste hemelligchamen eene geringe waarde heeft, zal men de 
Toorgaande reeks tôt geene hoogere magten van e behoeven nit te 
strekken. 
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De hock u thans geYonden zijnde, zoade inenhierait de waarde 

van r en i9 met bebulp der vergelijkingen {P) (r) kunncn berekenen. 

Yerlangt men echter elke dezer waarden ook regtstreeks in çen € 

uit te drukken, dan kan zalks^ door toepassing van het theorenia 

van La Gbangï^ aidas geschîeden : 

f 
Men stelle - = 1 — e eos. u = F{u) , en wederom als voren 
a 

y = tt, s = ç>, a = «, /î[y) = nn,u, 

dus f(x) =. sin,^f F{a!) z=z 1 — e co8,ç>y Fi{x) = etin,^, 

dan geeft de reeks (C) 

r «' 

F{u) = 1 — e C08. u = - = 1 — e coi.ç> 4- e* s%n>^ç> + "^ d. m.'^ 



a 



c* _ . . e* 



+ 9"3^''"**' *^ + YsJ ^'•**^'^^ "^ ^"'*' 



Nu is 

— co«.2ç?4- 1 
#tn.s^ 1= 

^ . . — 3 C08, 3ç? -f- 3 co*.«> 
a.m.V = 2^ , 

y.m.*$? = — 2 C08, 4^ + 2 co*, 2?», 

— 5*co*. 5ç> + 5.3* co«.3^ — 5.2eo8.ç 



à'.m.V = 



j*.«n.V = 



24 ' 

— 3* co«. 65P 4- 6.2* co*. 4f> — 3.5 co8. 2ç> 



enz. enz. 

Na substitutie dezer differentiaaKverboudingen , komt er aizoo 
ter berekening van r, de reeks 

|[* ^ ^3 

— • = 1 — e co8,9 — 5- (co#.2ç) — I) — -^T' (3 eos. S 9 — Scos.v) 
a 2 2' 

— Q- (co8* ^^ — <îo*. 2ç>) — ç- - (5* COS. bip — 5.3' cos, Z9 — 5.2 CO8.9) 
— TTrr (3'co*. 6«> — 2^eo8.A9 -+• 5 cm. 2«>) — enz, 

Ora de waarde van ^ insgelijks in eene reeks volgens de sinus* 
sen en cosinussen van den boog ^ te ontwikkelen, zullenivij vooraf 
de vergelijking 

1 +«, 



1 ^ ,1 +«v 1 
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in dier voege Tervormen, dat de boogp ^ in eene reeks Yolgensde 
siniusen van den boog « en zijne veelvonden kan nitgedmkt wor- 
den. Stellende kortheidshalve 



V{\+e) — \/(i—e) _ e _ 

V{l + e) + V(\—e) ~ 14-1/(1— ««) ~ 

zoo hebben wij 

.,.i (._u) ^ (V^(l+e)-|/(l^))».»u 

_ 1 (V(l +<?) — V[\—e))Hn. u _ 

waarait volgt (*) 



e'tin.H 



t? — tt = 2B.ig. 



< , . 



.'» 



«' «in. tt 



1 — € cos.u 



) 



= 2j«'«*n.tt+ — m.2tt-|-— «n. 3u4--7-stn.4tt + enE. I . . (/î') 

£r blijft thans nog overig de sinassen in deze reeks voorko- 
mende, volgens die der veelvonden van den boog ^ te ontwîkkelen» 
Nn geeft de grond-vergelijking 

tt = ^ + 0«m. tt, 
met behnip der reeks (a), 

tt— — ce ê ^^ «V 

m. M = = #tn.f)+-nn.2f>+--(3«ii.avp — sin,^) 

6 là 2 



-+- ^"5 (2m.4$? — svx.%p) + enz. 

Door wijders J(a) = n'n.ntt en dns jP,(tt) = ficotMk testellen, 
vindt men , . ingevolge de algemeene formule (C] 

ne' 
«in. ntt = nn. n<p + n« cos. ntp m.^ + -— - d.(co«. n?> m.*f>) 



n«' 



ne' 



+ 2-3 à * (<?o«- «SP «wi. ^SP) + 2 3 ^ 



d ' (co«. nf iXfi^fp) + enz. 



Maar, men hceft 



cos.yi(piifi,f = 



«tn. (n + 1 ) ç> — fin^ (n — 1 )<p 



(^) Zie hei betoog dezer reeks in onze Lessen over de lloogere Algehra $36S. 
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. {\—co8.29>) 
cos, n^pjttt.'^ = eo$. n<p 

= - COS. n<p — - {cos. (n 4- 2) y -h cos. (n—2)<p) , 

(3m.^ — *tn.3ç> 
cos.nipsmr^ = co«.n^j ^ 

3 «in. (n-f- 1) ç—3sin. (n— !)?> — m- (n + 3) y> +«tn. (n— 3)y 

^ ^^ ^ , 

( co<. 4ç? — 4 ^0*' 2ç? -f- 3 
eo«.n^«tnV = co«. n9>J ^ 

coi. {n+A)^+ COS. (n — i)?>— 4 co«. (fi-|-2)ç? — 4 co* . (n — 2)y4-2.3cQ«.itç > 
= ^ 2i ~' 

tm, 5çp — 5 5tn. 3^? + ^^ «n.ç> î 
""94 l 

5tn.(n4-5)ç>— «itt.(n— 5)y— 5m.(n+3)y+5«tn.(n— 3y)+1 Om.(n+l )y— 1 nn.(n— 1 )ç > 

enz. enz. 

Hieruit voigt voor de waarden der difiFerentiaal verhoudingen , 

— 3(tt-Hl)»<tn.(w+l)H-3(n->1 )^<tn.(n— l)yH-(n+3)»m.(n+3)y— (n— 3)«m.(n----3)ç > ^ 

— 2^ ' 

d»(co*.n^*în.V) = 24 1 {n+^)^ «n. (n+4)?>+(n— 4)»«n.(n— % 

— 4(n4-2)»m(n+2) ^p— 4(n— 2)' Mn.(n— 2)sp+2.3n*#in. w^ , 

z= J- ! (n 4- 5)* nn.(n+ 5) ç^— (n— 5)* *tn.(n— 5) ç>^5 (n+ 3)* sîn. (n+ 3)ç» 
2M V 

+5(n_3)*«n.(n—3)ç>+10(n+l)*m.(n—l)îP---10(n—l)*«îi.(n— !.)<!? ? • 

enz. enz. 

Na deze substîtutien zal men achtervolgens bekomen , 

«' ; 

tn,2t<=$in.2f>4-e(m.3?^— m.ç>)+«» (m, V— nn.2f )+ -— (25«n 

^ _^ (33 «in.6fj — 25 m.4sp 4- 7m.2^)4-enz. 
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^ 2 

3e> «« 



2.3^<tn.39»--3itii.?'), 
enz. enz. 

Op gelijke wjjze laten zîch de waarden Tan m.4u, $in,5u enz. 
in fanctien van ^ ontwikkelen, welke men vervolgens nog în de 
reeks (P') zal inoeten sabslitaeren. Daar echter deze laatste vooraf 
Tolgens de opklimraende magten van e behoort geordend te wor- 
den, zal het noodig zijn, dat wij ook de waarden van e'^e'', «'S 
in fanctien van die magten uitdrakken. Hierbij kan men van het 
tbeorema van La Gbangb zelve met vracht gebruik maken, zoo aïs 
thans blijken zal. De vergelijking 







1+1^(1 • 


-e*) 


_ %t 


geeft naine]ijk in 


het 


algemeen 








«'m 


= ,»(i+i/(|. 


-.')) 


Men stelle 














l-hVd- 


-«»): 


= y y 


dan Tolgt hierait 














l — VH- 


-««) = 


" y ' 


dus 




y -■ 


= 2- 


y 



— w 



Om de waarde van j/— "» te bekomen, heeft men în de vergelij* 
king 

y = ^+«/*(y). 

1 

F(y) z=: y-m, ar = 2, o = — «* , /"(t/) = - te stellen. 

If 
De reeks (C) hier toepassende, verkrijgt men 

y-m -- a?-«»-|- m«> a?-»»-2 _ j.^-m-3^ J» .a?-»»-^ enz. 

1.2 «•«> 

welke, voor ar =: 2, geeft 

•^ 2*» 2'« + 2^^2 2'»+ 23.2"»-»"^ 
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das 

Bepaalt nien zich nu tôt de zesde roagten von e, dan komt er 

« == 1 1 . 



9 



* ^ 2» ^ 2« 
« ' = :ST + 



«'* = •:rT- •+" rr-' 



e'« 



2» ' 2« 
2^ + 2*" 

F' 
waardoor de reeks Qî') verandert in 

^ = u + (.+ _ + _) nn. u + (^ + ^3 + _) Un. 2u 

zoodatroen, na volbragte sabstitntien en rangschikking der termen, 
volgens de roagten van e, zal vinden 

+ ^r^ (^^ "**• 39» — 3 8%n.<p) + ^-z- (1 03 iin. \<p — U m. 2ip) 

+ — ^-p (1097 «in. 5?» —645 «n. 3^ + 50 «n.sp) + enz. ; 
welke reeks ook onder den navolgendenvorra kan geschreven worden, 

1 5 

* = io 4- (2<! — - e» +— e") m.f 

.103 451 V . 1097 ^ . - 

en waardoor nn de gevraagde ontwikkeling gevondeu îs. 
Voor zeer geringe waarden van e zal men mogen stellen , 

»? = ç> + 2««in.sp, en r = a(l — eco8,<p). 
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Théorie der lijnen van dubbele hrùmming. Bepaling 
van hare raaklijnen , normalen y rakende 

vlakken enz. 

S 164. Wanneer de achtervolgende elementen eener kromme 
lijn niet in hetzelfde Tlakgelegenzijn, wordtdezekroramegenaamd 
eene lijn van dabbele kroraming {ligne à double courbure). Zoodanige 
kromme kan gegeyen zijn^ hetzij door twee van hare projectiën op 
de coôrdinaten- vlakken, hetzij door twee gebogen oppervlakken , 
uit welker snijding zij ontstaat. Het eerste geval is blijkbaar in 
het laatste opgesloten, dewijl de kromme lijn alsdan beschonwd kan 
worden als de doorsnede van tveee cilinder-vlakken , welke de 
genoemde projectiën toi rigtlijnen hebben , en waarvan de beschrij- 
vende lijnen cvenwijdig aan twee der coôrdinaten-assen loopen. 

Laten deze projectiën op de xz en yr-vlakkeu tôt vergelijkingen 

hebben 

x = f{z), y = F{z). 

Nemen wij op den oratrek der gegevene kromme twee pnnten 
M, M\ welker coôrdinaten zijn a?, y, a, en rc + A^, y4-Ay, 
x^/^g^ dan zal de afstand MM' = D dezer beîde panten tôt 
waarde hebben 

D =iV\ (A^)» + (Ay)» H- (A«)» | » . 

terwijl de snijiijn MM' met de positievc assen der x^ y^ z hoeken 
vormt, welker cosinussen nitgedrukt worden door de breaken 

A^ Ay A« 

'd' 'F' T' 

Gaat men nu van de eindige aangroeijingen tôt de difierentîalen 
éx^ dyy du over, dan verandert de snijiijn MM' in de raaklijn van 
het punt Mf en de afstand of de koorde D raag dan, even als in 
% 83, door de differentiaal des boogs «, gerekend van eenîg vast 
punt, vervangen worden, zoo dat menUnsschen deze vier differen- 
tialen de navolgende betrekking bckomt 

ds^ = da?» "!-%* + (î«î ; 
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en Toor de hoeken a, p, y door de geiegde raakiijn met de assen 
der x^ yy z geyormd 

dx n ^y ^* 

eos.a = — , eos,p =. -7^, cos.y = —, 
de as as 

in welké for maies de differeniialen dx, dyt dzy de projectiën van 
de différent îaal ds des boogs, op de drie eoôrdinaten-assen voor- 
stellen. 

De hoeken a, /?, / zijn tevens de coraplementen der hoeken 
\ve1ke de raakiijn in het puni M vorrat, met hare projectiën op 
de yr, xs en â7i^-vlakken, dat is met de raakiijnen aan de drie 
projectie-krommen , getrokken door de projectie van het pant M 
op die vlakken. 

Noemen wij de coôrdinaten van een onbepaaid punt der raakiijn 
œ^j y', z,\ dan zal men de vergelijkingen dezer lijn kannen voor- 
stellen door 

*'-^ = ^{«'-*), î/'-y = ^{s'-«). . . (1) 

dx dy 
waarin de differentiaal-qiiotienten ^, -^ nit de vergelijkingen 

der kromme x = f(«) , y = P(«) zijn af te leiden. 

S 165. Is de krorarae gegeven door twee vergelijkingen tasschen 
drie veranderlijken , 

P(x, y, «) = 0, i{x, y, z) zii 0, 

dat is door de snijding van twee gebogen oppervlakken, welke door 

deze vergelijkingen voorgesteld worden , danheeft men de differen- 

tiaal-betrekkingen 

d¥ dF dF 

3- rfa? + — - dy 4- — - dz = 0, 

dœ dy ds 

> .... (2) 

df df df ^ 

dx dy dz 

waaruit men, roetbehulp der vergelijkingen (l), geroakkelijk vindt 

dF , dF , dF 

_,.'_.) + ^(y'-V)+^(,'_.) = 

zijnde de vergelijkingen van twee vlakken, welker doorsnede de 
raakiijn aan het punt (a?, y, z) oplevert. Door îichtervolgens y' — y 
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«n x'^^x ait dezelve te elimineren , bekorat men roor de projeetiën 
dezer raakiîjn op de xi en y«-v1akken de Tergelîjkingen 

/dF df dfdF\,, /dF df df dF\ , , , 

/dF df dfdF\,, . (dF df dfdF\,, , -'^^ 

welke insgelijks badden kunnen verkregen worden, door uît (2) 
de waarden der differentiaal-qaotienten ^, -- af te leiden, en ver- 

Tolgens in (1) te substitueren. 

Elk vlak gaande door de raakiîjn van eenîg pant, is een rakend 
\lak der kroninie aan dat pnnt. Het vlak loodregt op de raaklijn 
door bet raakpant gebragt, beet norniaal-vlak, terwiji elke in dat 
vlak en door dat punt geirokken lijn eene normaal der krorame 
genaamd wordt. Hetaantal dezer nornialenis dus onbepaald, en elk 
derzelve staat loodregt op de raaklijn van gezegd pnnt. 

Stellende voor de vergelijking van bet normale vlak, gaande 
door bet pnnt {x, y, x), 

Â{x'—x)-hB(y'—y) + C{s'—z) = 0, 

dan zîjn die zijner doorsneden, met de xz en yz-vlakken, 

A(x'—x)-hC(z—t) = By, 

B{y'—y) + C{z'—z) = Ax, 

en omdat dcze lijnen loodregt staan op de projeetiën der raaklijn, 
beeft men de betrekkingen 

A dx B dy 

'C~dz* 'C~Tz 

Alzoo komt er voor de vergelijking van het norraaal-vlak 

' dz ^ ^' dz ... S(5) 

of [x' — x)dx + {y* — y)dy-\-{z' —&)dz^=iO ) 

Men kan tôt die vergelijking ook regtstreeks geraken op de na- 
v^lgende >vijze. 

Indien men de pnnten Jftf , M' tôt middelpunten aanneemt van 
twee boUen met gelijke stralen R bescbreven , staat de geraeene 
doorsnede dezer bollen loodregt op de lijn MM* . Bescboawendenu 
bet normale vlak als de limiet dezer doorsnede , wanneer de pnnten 
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Mf M' meer en meer tôt elkander naderen, zoo heeft inen voor 
de vergelijkingen der beide bolleo, velker middeipunten tôt coor- 
dinatcn hebben ûp^ y, s, s+dx^ y + dy^ X'+d*, 

en (x' _(a? + cte))»+ (y' ~ (y + dy))* + («' —(x + dz))* = Rt. 

Door deze Tergelijkingen van elkander af te trekken , en hierbij 
de differentialen der tweede orde te verwaarloozen , Terkrijgt men 
blijkba^r dezelfde uitkorast , als of men de eerste ten aanzien van 
X, y, X differentieerty nainelijk 

{x'—x)dx + {y' — y)dy + {x' — t)dz =r 0, 

z(jnde dezelfde vcrgelijkiog als hîervoren gevônden is. 

Na elken terra door ds gedeeld te bebben , kan raen die verge- 
lijkingen tevens onder den navolgenden vorra schrijven, 

(j?' — s)eos,a+(y' — Jf) co*. ^î + (f ' — s)coê,y = 0, 

zijnde hierin a, /9, y ^e hoeken door <ie raaklijn met de assen 
der X, y^ z gevormd, en waaruit tevens blijkt* dat die lijnlood- 
regt staat op het normaal vlak. 

S 166. Verbeelden wij ons thans een vlak , gaande door drie op 
elkander volgende of oneindig digt bij elkander gelegen panten 
Jf, M\ M' der kromme (fig.M)^ dan wordt dat vlak, nithoofde 
het tevens door de raakiijnen MT^ MT' van twee ach ter volgende 
pnnten Jlf, M' gaat, het tangentiële of ook het kromraings-vlak , 
{plan oiculatmT) genaamd, verraits het den krorote-eirkel van het 
punt M bevat. Men stelle voor de vergelijking van dat vlak , 

a(ir'— ar)4-%'— y) + «'— » = .... (6) 

Daar hetzelve tevens door de panten M\ M' gaat, welker coor- 
dinaten zijn 

a?4-da?, y + dy, iH-d«, 

x + ldx + d^x, y + 2dy+d>y, x + 2di4-d>x» 

raoet aan de aangsnoroen vergelijking ook voldaan worden, door 
substitutie dezer coôrdinaten voor x^ y j Zy viraarnit twee nieuwe 
vergelijkingen z ail en ontstaan. ^ 

Na achtervolgende aftrekkingen zal men vcrkrijgen, 

adx +6dy -f-ds =0, 

aflï'dT -f- 5d*y «4- <P2 = 0, 
I. 19 
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ftijnde dezelfde vergeliikingeD, welke men door twee opvolgende 
differentiatiën ten aansien van jr, y, s y onmiddelîik uit (6) zoa 
hebben kannen afleiden. Yoor de hieruit ToortTloeijende waarden 
van a en h, bekomt men gemakkelijk 

dyd^s — dzd^y d%d^£ — dwd^z 

dsd^y — dyd^x dsd^y — dyd' x 

zoodat de Tergelijking van het krommitigsvlak wordt 

(d|/iPi-d«(Py)(ar'-ir)+(d«d«^-rfard«jf)(y -y)+((fard«y-dyd«aî)(«'-jB) = 0. (7) 

Stellende hierin kortheidshalve 

dyd^t — dzd^y =: JT, 

dzd^x — dxd^s == F, 
dxd^y — dyd^s =. Z, 

dan gaat de voorgaande vergelijking over in 

Xix—s) + r{y—y)+Z{z'—z) = 0, 

waarait na verder de stand van dat vlak ten aanzien der coordi- 
naten-vlakken kan worden opgemaakt. 

Daar de kromrae door twee vergelijkingen tasschen drie veran- 
derlîjke grootheden gegeven is , zoa men eene dezer laatsten gelîjk- 
matig kunnen dœn aangroeijen, en hare differentiaal dns als 
standvastig aannemen, waardoor de vorenstaande vergel^king eene 
eenigzins eenvondîgere gedaante zonde verkrijgen. 

Men is echter veelal gewoon elkj* der drie difierentialen dxj dy, dt 
veranderlijk aan te nemen, en de vergel. (7) aizoo hare syraetrieke 
zaroenstelling te laten behouden , waardoor men tevens in de gele- 
genheid is elke der drie coôrdinaten aïs fiinctie eener vierde ver- 
anderlijke te beschoawen» welker differentiaal hierbij als stand- 
vastig kan aangenoraen worden, gelijk onder anderen in de analy- 
tische Mechaniea plaats vindt. 

S 167. Tôt opheldering der voorgaande théorie zallen wij haar 
op eene bekende lijn van dabbele kromroiog, de gewone schroeflijn 
namelijky van toepassing maken. 

Zij a de straal des cilinders, waarop de schroeflijn beschrevcn 
is; h de hoogte van den schroefgang» s de lengte des bbogs gere^ 
kend van het laagste pnnt, en a^ de projectie van dien boog op 
het sy-vlak^ overeenkomende met het grondvlak des cilinders. 
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De vergelîjkingen der sohrœflijn tijn alsdan 

X =: acoi.ç>, y = ann.fr, x = 5- = wif», 

or w =: acos.'^, y = ann,^^ 

fti tn 

waarbîj de as des cilinders tôt as der x is aangenomen. 
Hieruit volgt vooreerst 

dx =z 8%n. — dx , dy z= — eos, — dz , 

mm mm 

das d< = V{dx^+dy*+dx*) = 1/(1 + ^) ||«, 

of 5^' = ^(«^ + «»^)- 

Ter bepaling van de rigting der raaklijn in eenig willekcurig 
pnnt der kromme, heeft men 

^^, ^ da? — g ^in. y ^ dy a co<. û> 

co$. J' = -j- = 



Deze laatste uitdrnkking onafhankelijk van den hoek ç zijnde, 
leert ons, dat de rigting der raaklijn overal eenen standvastigen hoek 
raaakt met de beschrij vende lijnen des cilinders. 

Stellende nog den hoek, vraaronder de raaklijn ôp het vlak der 
xy helt» = d^ dan is 

A % M. m h 

tg. â = coU Y =z " z=z - — . 

a 2an 
De ^ ergelijkingen der raaklijn zijn 

x—x =z !(«'_« 

y— y = — — ^ {« — «h 

m 

of y'— y = — -col. ç) («'—«). 

De projectie der raaklijn op het xy vlak is dus loodregt op den 
straal des grondvlaks, die naar de projectie van het raakpunt 
gerigt is. 
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Het normaal vlak zal toi vergelijkîng hebben 

asin,ç(s' — x) — aoof.f (y' — y) — m(«' — z) =: 0, 
of a(x'sin,^ — y'cos.ç>) + m{z' — ») :;= 0. 

In de onderstelling van ds en das ook van ds standvastig, bêeft 



men 



d*x = — — r-«>*. — d«*, d*y = — — T-m. — di* 



Derhalve 



J z= — d«d*tf = — ; iin. — d»» = — r m». ^ d«», 

as a 

F = dzd^a; = — -r cos.-^dz^ = -cof.^dsS 

m* m m* 

a» 

Z = dxd^y — dyd^x = — ;&*, 

waardoor men voor de vergelijking van het kromnungs-vlak verkrijgt, 

(x' — s)9in.ç> — (y'~y)cos.^+-{x' — «) = 0, 

m 

De hoek door dat vlak met dat der sy gevormd, heeft tôt cosinus 
en dos tôt iangens - ; zîjnde ahoo gelijk aan den hoek â 



tusschen de raaklijn en het grondvlak begrepen. Het blîjkt hiernit 
dat het krommings-vlak overal dezelfde helling heeft op het 
grondvlak des cilinders. 
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Vervolg der voorgaande théorie, Onderzoek naar den 

kromte-cirkel en de ontwondenen bij lijnen van dub- 

bele kromming. Bepaling der polair-vlakken ^ 

keerlijnen^ buigpunten, keerpunten, enz. 



S 168. Stellen wij den oneindig kleînen hoek TM' T' (fig. 56), 
tusschen twee achtervolgende raak lijnen begrepen» door e voor, 
dan zal, even aïs bij eene vlakke kromroe , de kromtestraal R in 
het pant M (S 106) tôt waarde hebben 

^ = — of -- z= --. 
« R ds 

De boek s, welke bierde kromroîngshoek geixaarad wordt,dewijl 
zij .bij eene stand vastige aangroeijîng van den boog «, tôt roaat 
der kroraming strekt , laat zicb op de navolgeude wijze in fanctie 
van de differentialen der coôrdioaten van bet pont ilf uitdrukken. 

Noeroen wij a', fi\ y' de boeken door de raaklijn M' T met 
de coôrdinaten-assen gevormd, dan bebbeu wij, volgens eene 
bekende formule, 

COS. e == cas, a cos. a -f- cos. p eos, P' -H cos. y cos. y . 

Men stelle nu kortheidsbalve 

dx ^ dy dz 

eos, a = •-- = t , cos, p z=z -^ :=z. u, cosi y z=i -r z=i v, 
ds d s ds 

dan is klaarblijkelijk , bij den overgang van het punt M tôt het 
naburige punt M\ 

COS. a = t + dty cos.p' = tt + du, cos, y' = v-^-dv, 

Hieruit ontstaan alzoo de drie navolgende vergelijkingen 

(î -I- u* + V* = I , 

(e+dO*-l- (tt4-dtt)*4-(»-f-dt?)» = 1, 
e((+dl) + tt(tt-f-dtt)-|-v(« + d«?) = €os,€. 
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De som der beide eerste met het dnbbel der derde Terminde- 
rende, komt er 

2{l — coi.ê) = 4wn.*ie z= d(« + dtt» -f dr». 
Derhalve 

i=i=-îa')v(S)v(s)'i. 

Beschoawen wij thans d« als stand vastig, dan hebben wijy yoor 
t, Uf V hunne waarden substituerende, ter bepaling van den 
kromtestraal de eenvoadige formule 



i=-i(l-:)V(g)V(^')T • 



(2) 



In geval d$ yeranderlijk is, zal men in de plaats der voorgaande 
differentiaal-qaotienten , de navolgende moeten stellen, te weten: 

d^j; dsd^s — dxd^s 

d«* ds^ » 

d'y d«d*y — dyd^M 



» 



d^x dsd^x — dsd^g 



• • • • 



di^ ds^ 

De som der vierkanten ran de tellers dezer drîe gebrokens, 
laat zicb onder dezen vorm scbrîjven 

d,»((d«a?)«+(rfïy)«4-(d*«)*) + (d*#)» (às^ + dy^ + di^) 

— 2 dtdh {dœd^s + dyd!^y + d«d«z), 
welke uitdrukking, omdat 

dar> 4- dy* -h d«* = ds^, 
en dus 

dj?d*iF + dyd'y 4- did** = dsd^s 
is, overgaat in 

d** ((d*;F)« 4-(d»y)» -|-(d*«)») — (d*«)«. 

Derhalve komt er 

J _ K((d«ar)>+ (d»y)* + (d»s)«— (d>#)«) 
H ~ ds* 



• • • • 



(3) 
Wil men echter die waarde eeniglijk in fwnctie van de difiè- 
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rentialen d^r, dy, d* uitdrakken, dan hebbe men siechts (d^s)^ te 

vervangen door 

{dxd^a: + dyd^y -f- dzd^x)* 

dx^ + dy^+ds* ' 
aïs wanneer de forni. (3) verandert in deze 

— idxd^x + dyd* y + d«d* z) * j , 

en nien zal zich gemakkelijk knnnen verzekeren^ dat die nitdruk- 
kîng ook vatbaar îs dnder den navolgenden vorm voorgesteld te 
worden. 

1 V{(d$fd:^y—dyd^w)^+{dyd'^z—dsd*y)^-h{da;d!^z—dzd^x)^} 

R = dT^ ' W 

waaruit ($ 166) verder voigt 

d»^ 



R = 



S 169. Onder het onbepaald aantal normafen, welke door eenig 
punt der kromme kunnen getrokken worden , is bijzonderlijk te 
onderscheiden die, welke tevens in het krommingsvlak gelegen is , 
en uit dien hoofde met de rigting des kromtestraals overeenstemt. 
Men is gewoon haar de hoofd'norraaal te noemen , en hare rigting 
ten aanzien der drie coôrdinaten-assen, laat zich aidns bepalen. 
Men stelle de hoeken, welke zij met die assen vornit, z=z l, m^ n 
dan zal men voor de yergelijkingen van deze normaal oî van den 
kroratestraal kunnen schrijven, 

C08.1 , , . , cos.m , 
X — X =. (s — z), y — y =L (z — «) , 

en aangezîen die lijn de gemeene doorsnede vormt van het krom- 
mings- of tangentîële vlak met het normaal vlak, respectivelijk 
tôt vergelijkingen hebbende, 

X{x'—j;)+ Y{y'—y) + Z(z'—z) — 0, 
(df —a;) da? + («/'— y) dy + («'—») (ia = 0, 

welke, na substitatie der voorgaande waarden van x' — a; en 
y' — y> overgaan in 

Xeos, l'-^- Y cos, m^ Z cas, n = 0, 

co8AdX'-{*coi*fndy -^cos.ndz =. 0, 
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zoo vindt men hieruit 

(Z âx — Xd%) COS. l+{Zdy — Ydz) coê. m =: 0, 
(Yâx — Xdy)eoà.l+[Ydt—Zdy)eoê.n =0, 

eoê.m Z daf — Xdz 

eos.l Tdx — Zdy^ 

eoê^n Xdy — Ydx 

7377 ~ Ydz — Zdy' 

_ Ydt — Zdy 

en coê.l — ^^f^Xdy-^Ydx)^+{Ydz—Zdy)^+(Zdx—Xdz)*\' ^^^ 

De grootheîd onder het wortelteeken kan ook onder de navol- 
gende gedaante voorgesteld worden: 
JTî (<f,î _j-j.i)^- p (d,a — dyJ) + Z«(d#« — d«») 

— 2 (Xr dxdy + YZ dydz + XZ dxdz) 

= {X}+ F*+ Z*) d»* — [Xdx + Ydy + Z d»)» 

= (J«+F> + Z*)d5S 

aïs zijnde de grootheden Xj Y^ Z aan elkander verbonden door 
de betrekking 

Xdx+Ydy + Zdi = 0. 

Hierdoor bekorot tnen ter bepaling der hoeken ^^ m, n, in verband 
lot formale (5), 

,,, ,_ Ydx-Zdy _j. Ji^-Zdy 



eo«.m= 



d$yx^ + r* + z*) ^ dt* 

Zdx — XAz Zdx—Xéc . 

""' " - d, V^( J» + F» + 2«) - *^ Si ^' 

Substitueren wij tbans in de teîlers dezer gebrokens voor jf , F, Z, 
hunne biervoren opgegevene waarden, dan ondergaan zij de na- 
voîgende b crleidingen , 

Ydz — Zdy =z (dzd^x — dxdH)dz — (dxd^y — dyâ^x)dy 

= (dx* H- dy^jd'a? — (dyi^y + dzd^z)dx 

= {ds^—dx^)d*x — ld$d*s—dxd^x)dx 

= [dsd^x — dxdU)di = d«».d(— ). 

ds' 
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Op gelijke wijze vinden wij 

Zdx — Xds = ds*.d(^), 

Xdy — Yds =i dsKd {py 

Derhalve verkrijgen de vnorgaande v^aarden van cosA, cos. m, 
çot,n^ deze ineer eenvoudige vorinen, 

*(?) Hr) "-i^) 

cot, l zzz R — T — . COS. m z=, R — -— . coê. n zrz R — ; — • V^; 

ds d« ds 

De coôrdinaten van het iniddelpunt deâ kromte-cirkels laten 
zich nu met behulp dezer laatste formules geraakkelijk bepalen. 
Stellende naraelijk voor die coôrdinaten a;\ y% js% dan heeft roen 

^' — X z:^ ReoiJ, y' — y =z Rcos.m^ «' — i z^ Rcas.n^ 

Derhalve 

a? — a? = il* 

ds 

"•(!)' 

i— « = 11» _±_ 

d* 

of ingevalle men «, y,'< aïs fanctiëD van ( beschouwt, en daarbij 
ds standvastig neemt, 

». *** 

«'— « = R^ — 

Substitueert roen deze waarden in de vergelijking 

dan vîndt men hiernit wederoni dezelfde waarde van R als in formule (2\ 
aangewezen. De vergelijkingen(7)knnnen onder anderen dienen, oro 
naeliminatie der waarden van s^ y* '» met behulp der beide ver- 
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gelijkingen van de gegevebe kromme , de twee projectien te vinden 
▼an de roeetkansUge plaatsder middelpunten van de kromtecirkels. 

S 170. Brengen wij door Cwee achtervolgende elementen MM\ 
M'M' der kromme, twee normale vlakken, zich soîjdende vol- 
gens de lijn AB {(ig. 57), dan worden die vlakken door het krom- 
mingsvlak, gaande door de drie punten M, M\ M\ gesneden vol- 
gens de lijnen 0(7, O'C, die de doorsnede AB ontmœten in eenig 
pant C, dat blijkbaar het roiddelpunt des kromte-cirkels ûjn zal, 
dewijl OC en O'C hier twee hoofdnormalen voorstellen , behoo- 
rende tôt twee opvolgende elementen der kromme. Daar wijders 
de lijn AB loodregt staat op het vlak des kromte-eirkels, is het 
klaar, dat elk willekearig pant P op gelijken afstand yerwijderd 
is van de punten Jlf, M\ M", en derhaWe als pool of middelpnnt 
▼an dezen kromte-cirkel kan aangenomen worden. Uit dien boofde 
heeft de doorsnede AB den naam van pooUijn verkr^en. De door- 
sneden AB^ A'B% A'B' enz. der opvolgende normaal-vlakken , 
liggen twee aan twee in hetzelfde vlak, en vormen mitsdien op 
deze wijze een ontwikkelbaar opperviak , genaamd polair oppervlak , 
aïs zijnde de meetkanstige plaats der poolen van al de kromte- 
cirkels. 

Om de vergelijking van dat oppervlak te bekomen , late men in 
die van het normaal-vlak 

(x' — œ)dx+{y' —y)dy+{i' —x)dx =: 0. . . (a) 

jT, y , js met hare differentialen aangroeijen; men verkrîjgt aisdan 
die van het oneindig nabij gelegen normaal-vlak , welks snîjding 
met het voorgaande, de poollijn opievert. 

' De nieuwe vergelijking op die wijze ait (a) ontstaande, zal met 
w^lating der differentialen van de derde orde, dezelfde zijn , aïs 
die, welke ait de onmiddelijke differentiatie van (a) verkregen 
wordt, te weten: 

{x'—x)à^x + [y' — y)d^y+{i'—z)d^i — di'^ = . . {^ 

Wanneer men nu a;, y, 2 elimineert tasschen de vergelijkin- 
gen (a), (fi) en die der gegevene kromme, zal men op die wijze 
eene vergelijking tusschen x', y\ s' bekomen, welke die van het 
polaire oppervlak zal zijn. 

Uit de snijdingen der achtervolgende poollijnen ontstaat eene 
kromme genaamd de keerlijn {arrêté de rébroussemmt) van het ge- 
zegde oppervlak. 
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Oeie lijn van dnbbele kromming wordt in hare opvolgende pun- 
ten door de poollijnen geraakt. Het polaire oppervlak kan dus 
beschoawd worden als de meetkanstîge plaats der raaklijnen yan 
de keerlijn. 

Ooor de vergelijking [p) op nieaw te differentieren ten aanzien 
van dT , y , Zy verkrijgt nien de na volgende van de derde orde 

= 3((ïard*x + dyd*yH-d*d**) = Sdsd^s, 

waaruit in vereeniging met (a), (fi) en de vergelijkingen der ge- 
gevene kromme, de yeranderlijken of, y, s kunnen geëlimineerd 
worden, zoodat daarait twee vergelijkingen tusschen ûp\ y\ %' 
overig blijven, die de projectiën der keerlijn op twee der coordi- 
naten-vlakken zullen opieveren. 

Indien men door vier opvolgende pan ten Jf, Jlfi, M^^ M^ der 
kromme eenen bol laat gaan, zal het raiddelpunt van dezen bol 
bepaaid worden door het snijpunt van twee achtervolgende pool- 
lîjoen AB, A'B\ De keerlijn eener kromme kan derhalve ook 
beschouved worden » aïs de meetkunstige plaats der middelponten 
van al de rakende bollen [sphères osculatrieeM). De coordinaten 
x\ y\ z* van het raiddelpunt des bols behoorende tôt eenig punt 
der gegevene kromme, la ten zieh met behulp der vergelijkin- 
gen (a) , (/?) , \f^ , in functiën van x y y ^ z uitdrukken. 

S 171. De middeipunten der achtervolgende kromte»cirkeIs 
vormen geenszins , even als bij elke vlakke kromme lijn het geval 
is, de ontwondene der gegevene kromme. Om zieh hiervan te 
overtuigen» zoo beschouwe men eene reeks poollijnen ^^yJ'JS'...^ 
waarin C, C\ C... de middeipunten der achtervolgende kromte- 
cirkelsy en dus CO^ C*0\ CO" de kromte-stralen aanduiden. 
Daar nu deze stralen loodregt op de poollijnen staan, en twee 
achtervolgende poollijnen niet aan elkander evenwijdig loopen , 
kunnen ook de punten C, C... niet op het verlengdederkromte- 
stralen OC, O'C gelegen ziju. Derhalve kan ook de kromme door 
al die punten gaande, deze kromte-Atralen niet tôt raaklijnen 
hebben « en alzoo door ontwindîng de gegevene kromme onrao- 
gelijk voortbrcngen. 

Trekt men echter in het eerste normaélvlak naar eenig wille- 
keurig punt P der doorsnede AB, eene lijn OP^ die insgelijks tôt 
de normalen der kromme zal behooren , dan kan men de punten 



300 DIFFËRËNTIAAL-REKENING. 

O' en P door eene Hjn veref^iîgen , en dexe tôt in het pont P' 
der Tolgende doorsnede A'B' Yerlengen; vervolgens eene lijn 
door O' naar P* trekken, en dexe wederoro tôt in het pont P' 
der doorsnede A'B' verlengen. 

Op die wijte voortgaande, Terlcnigt men eene reeks pnnten 

P^ P'f P' liggende op de achtervolgende poollîjnen , en waar- 

▼an de niectkanstige plaats eene kronime zal zîjn , door welker 
ontwinding de gegevene krorame zal kannen voortgebragt worden. 
Daar na het pant P geheel willekearig genomen is , blîjkt hieroit 
terstond » dat elke lijn van dabbele kromming een oneindig aantal 
ontwondenen zal toelatcn , insgelijks van dabbele kromming zîjnde, 
en die allen in het polaire oppervlak suUen gelegen zijn. Al die 
ontwondenen bezitten de eigenschap van tôt regte lîjnen over te 
gaan , zoodra het polaire oppervlak tôt een plat vlak ontwikkeld 
wordt , hetgeen zich uit de figonr gemakkelijk laat opraaken. 

Immers y de beide normalen OP, 0*P maken gelijke hoeken met 
de doorsnede AB ; hetzelfde heeft plaats met de normalen O'P'* 
O'P' ten aanzien der volgende doorsnede J'^', en even zoo met 
al de overigen. Laat men na het normaal vlak AD ora de lijn AB 
draaijen, tôt dat het op het Tolgende vlak A'D' kome te leggen , 
dan valt OP op 0*P en dus op het verlengde van P'P. Brj eene 
tweede omdraaijing om de doorsnede A'B\ zal de normaal O'P' 
op O'P* en dus op het verlengde van P'P' komen te vallon. Hier- 
ait blijkt alzôo ten dnidelîjkste , dat de elementen der krorame lijn 
Pf P\ P', . . bij de achtervolgende ontwikkeling van het polaire 
oppervlak zich op dezelfde regte lijn zallen plaatsen, en znlks 
geldt evenzeer ten aanzien van elke andere ontwondene der gege* 
vene kromme. Daar wijders deze elementen bij die ontwikkeling 
hunne lengten behouden, zoo volgt hieruit tevens deze eigenschap, 
dat de kortste afstand tusschen twee pan ten ergens op het polaire 
oppervlak genomen , zal aangewezen worden door den boog der 
ontwondene, welke die beide panten vereenigt. '^ 

Beschouwen wij eene willekearige krorame lijn op het opper- 
vlak cens bols beschreven. Haar polair oppervlak zal klaarbli)- 
kelijk een kegelvlak vorraen, tôt top hebbende het raîddelpant 
van den bol , en tôt rigtlijn de krorame lijn zelve. Immers 
de norraaie vlakken door de elementen dezer kromme gebragt, 
zuUen insgelijks loodregt op het oppervlak van den bol staan ; de 
poollijnon zijn hier de stralen , die zich allen in het middelpant 
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snijden. De verschillende ontwondenen dergegevenekrommeziillen 
derhalve allen op dat kegeI*opperv]ak gelegen zijn. 

Indien de kromme in eene vlakke kromme lijn overgaat, zal 
de meetknnstige plaats der punten C hare ontwondene zijn. Oe 
poollijnen alsdan loodregt staande op het vlak der kromme, loopen 
onderling evenwijdig, en het polaire opperviak rerandert in een 
cilindrisch ylak, toi rigtiijn hebbende de genoemde ontwondene. 
Wij leeren hiemit tevens, dat ook elke vlakke kromme, behalve 
hare gewone ontwondene, welke reeds in de XIV* Les behandeld 
18, nog een oneindig aantal ontwondenen van ^ubbele kromming 
bezit, waanran het cilindrische polaire opperviak de meetknnstige 
plaats voorstelt. Al deze ontwondenen zuUen op het vlak der ge- 
geveue kromme geprojecteerd worden volgens de gewone ont- 
wondene. Elke kromme kan derhalve op een oneindig aantal 
wijzen door ontwinding eener andere kromme voortgebragt 
worden. 

S 172. De opvolgende elementen eener lijn van dnbbele krom- 
ming in verschillende vlakken gelegen zijnde, ondergaan hierdoor 
eene afzonderlijke buiging of wringing , welker hoegrootheid , in 
navolging van hetgeen bîj de gewone kromming plaats heeft, 
gemeten wordt door de verhouding van den oneindig kleinen 
hoek €^ begrepen tusschen twee opvolgende krommings- vlakken 
tôt de differentiaal des boogs. Deze hoek ^ is blijkbaar dezelfde 
als die, welke door twee opvolgende poollijnen, die op gemelde 
vlakken loodr^t staan , gevormd wordt. 

Stellende nu Toor de hoeken door de eerste dezer poollijnen 
met de positieve assen der x^ y^ % gevormd , a', ^^ y*, dan heeft 
men op gelijke wîjze als hiervoren (S 168) voor den hoek s ge- 
vonden is, 

Daar deze lijn loodregt staat op het krommingsvlak toi verge^ 
lijking hebbende ($167) 

X{a;' — x)'hr {y' — y) ■^Z{z' — x)=z 0. 
zoo is 

X Y Z 

eos.a' = j, co«./9' = — , cos. r'= j . . . (8) 

zîjnde hieriri 5 = V {X* -h Y^ +^^) gesïeld. 
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Op grond das der formule (4) sal roen, nadaarin djp, dy , ds, df, 
door Z, F» Z, S, venrangen te hebben, onmiddelijk bekomen 

V I {XdY— TdX)^ + {TdZ — ZdT)*+ (XdZ—ZdX)^ \ „ 

• = —Yt • w 

lot welke uitkomst men ook aidas had kunnen geraken. 

Uit de Torenstaande vergelijking van het krQniiiiiDgs<>Tlàk, behoo- 
rende tut het paot (s, y^ z)^ vindt men die Toor het pont (^ + d!« , 
y +dy, s+ds) door de eoëfficiënten X^ TfZf met hanne diffisren- 
tialen te doen aangroeijen. Stellen wij dan kortheidshalTe 

X+dX = J', T + dT = r, Z+dZ = r, 

dan komt er voor de vergelijkingen der twee opvolgende krom* 
roing8*Tlakken 

X(x' —a!) + r(y' —y) + Z{z' ^z) = 0, 

JV— ar) + F(y'— y) + ZV— *) = 0, 

en dus Toor den sinas van den hoek tiuschen die vlakken b^e- 
pen, volgens eene bekende formule , 

. , _ \ {XY'—YX')*+(YZ'—Zr)*+{XZ' — XZQH 

stfi.« —V (ir«4.r» + z*) (X>4-F'*+z'*) 

Hierin voor JT', F, Z' hare voHge waarden sabstitoerende , en 
tevens in den noemer de differentialen vreglatende, zal men voor 
sin. c of ft' dezelfde waarde als voren zien te voorschijn koroen. 

Door eene der differentialen, bijv. dx stand vastig aan te nemen, 
heeft raen 

X = dyd^x — dzà^y^ dus dX = dyrf'a — dsd^y ^ 
Y=-^dûPd^z^ dY =—dxd*z, 

Z = dxd^y, dZ = dxd^y^ 

waardoor men voor den hoek • de navolgende meer eenyoudige 
waarde verkrijgt 

, _ dxd$[d^yd^z — d^zd^y) 



da?*((d«y)*-h(d*:5)*)+(dyd»z — dzd^y)» ' * 

Is de kromme lijn eene vlakke, danbestaat er tasschen decoor 
dinaten x^ y^ z de betrekking 

z = Ax + By-hC, 
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Avaaruit volgt .. 

d% = Aâx + Bêy, 

d»i = Bd^y. 

derhalve d^yd^z — d^xd^y = 0, 

en ak dan wordt ook e' = 0, zoo als zulks behoort te z{jn. 

S 173. Bij lijnen van dabbele kromming kuonen twee yerschil- 
]ende soorten yan baigpunten voorhanden zîjn. De eerste ontstaat 
indien in een gedeelte der kromme drie op elkander volgende 
elementen zich in hetzelfde vlak bevinden, en das de hoek c^ 
nul wordt, waardoor de dubbele kromming aldaar verdwijnt. De 
coordinaten van zoodanig pant, betwelk een enkelwmdig huiç'punt 
genaamd wordt, moeten blijkens form. (10) alsdan voldoen aan de 
differentiaal-betrekking 

d^yd*z — d^zd^y = 0, 

Is nu de kromme gegeven door de vergelijkiogen z = ç>{s) , 
y = f[x), welke die van hare projectien op de ss' en â;y-vlakken 
voorstellen, dan laten zich uit deze drie vergelijkingen de enkel- 
vondige baigpunten .bepalen. 

De tweede soort heeft plaats, indien twee op elkander volgende 
elementen in eene regte lijn liggen, en dus e = wordt, hetgeen 
van zelf medebrengt dat e' insgelijks = zij. In dat geval wordt 

jR =: --; derhalve moeten de coordinaten œ, y, z op grond van 

form. (A)f voldoen aan de vergelijkingen 

dxd^y — dyd*^ = 0, 
dyd^z — dzd^y = 0, 
dxd^9 — dzd^x == 0, 

welke, indien men ook hier dx stand vastig neemt, in de twee vol- 
gende overgaan 

d«y _ d*« _ 

dx* ' dx* 

ten blijke dat de projectien van het buigpnnt tevens met de bnig* 
punten van de beide projecten der kromme overeenkomen , het- 
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geen ook gcmakkelîjk te Toorzien was. Hetzelfde geldt mede ten 
aanzien der keerpunten» en nademaal de kromtestraal in de buîg- 
en keerpanten insgelijks nul kan worden, zoo znllen de Tergelij- 
kingen 

dl = ""'«' d? = ««'»' 

de voorwaarden toi het bestaan van een baig- of van een keer- 
punt opleveren. 

% 174. Passen wij thana de hiervoren afgehandelde théorie ins- 
gelijks op de gewone schroeflijn toe. 

In S 167 is reeds voor die kromme gevonden 

ds — a iin. ^ dy a coi, ^ ds m 

dî ~ v/(a« + m*)* 5s — y(a^+m*y rfs ~ |/(ai -j-m*) 

lî = l/(a*4.m«). . 
d^ 

De lengte des kromtestraals volgens forra. (2) berekenende, heeft 

men 

d^s — a coi. tp dç — a cas. tp 

ds> ~ l/(a«+m>)ds ~ a«-f-m> ' 

^y — astn. ^ djp — afin. ^ 

dî* ~ V(a^ + m») </# ~ o' •+•!»« ' 

d»s 



DerhaWe 



1 « ^ « W 



waaruit blijkt, dat de schroeflijn overal dezelfde kroraming heeft, 
welke echter kiciner is dan die van den omtrek des grondviaks. 

Wijders vindt men ter bepaling van de rigting des kromtestraals, 
met behulp der formules (6), hierin wederom ds standvastig aan- 

nemende , 

_d*jî — Raeo8,o 

COS, Z = XC •— r^ := 7- = COS. ç , 

d^y — Aastn.ç» 
co8,m = fi—- = — -— = — stn. ç>, 

d>s 
COS. n = iî --- =: 0. 
d«* 



I 



VIER EN TWINTIGSTE LES. 305 

De kromtestraal in elk punt is dos evenwijdig; aan het grondvlak 
gerigt, en wordt geprojecteerd Tolgens den straal, gaande door de 
horizontale projectie van dat puni, zoodat hij de as des cilinders 
snijdt. Hieruit blijkt, dat de meetkonstîge plaats van de middel- 
ponten der kromtecirkels eene tweede schroeflijn is van denzelfden 
schroefgang, doch beschreven op een cilînder^ welks grondvlak 
tôt straal heeft — . Deze gevolgtrekking laat zich insgelijks uit de 

waarden der coôrdinaten van het middelpunt des kromtecirkels 
opmaken» Immers, de vergelijkingen 

x' — X z=z Rcos.ly y' — y = Rcos.m, z' — js = 0, 

geven terstond 

- /a* -I- n»*\ w* 

X HZ acos.^ — I ICO». ^ •==. cos,^y 

\ a / a 

y z=z a 8%n. ^ — i — ^ j «n. ç> m jin. ç> , 

z' = z. 

Den hoek, ^elken dé raaklijnen aan die schroeflijn met het xy 
vlak vormen ^' noeraende, zal 

ds 
Voor den krommingshoek e = r^, vindt men 

ads adz 



a* + TO* mV{a^ -i- m^y 

Om den buigings- of wringingi-hoek e' te bepalen , heeft men , 
gebrnik makende van de in § 167 reeds opgegeven waarden van 
Jf, Yi Zy met toepassing der formule (8), 

, X m sin. ^ 

C08, a = 



, Y — m cos, ip 

I. 20 
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m eoi. ip df ' 



Da» d. C08. a =. 



»/{a» + »!»)' 



m sin. ç dç> 
a. C08, p ziz ••' — — , 

d, eos, /»' = 0, 

waarait volgt (S 172) 

, mdq> dt 



In elk puni der kromme zal de puoUijn , die met den kromte- 
straal een regten hoek Torrat, blîjkbaar eene raaklijn zijn aan het 
cilindervlak , waarop de binnenste schroeflijn beschreven is. Tevens 
loodregt op bet krommings-vlak staande, vorrat zij met bet grond- 
vlak des cilinders een' boek, die tôt tangens beeft —, endasden- 

zelfden boek, welken de gemelde scbroeflîjn met dat grondvlak 
Yormt. De poollijn is aizoo steeds raaklijn aan Se binnenste 
schroeflijn, en bet polaire opperviak komt diensvolgens overeen 
met bet ontwikkelbare oppervlak , -waarvan de scbroeflijn de keer- 
lijn Torrat. 

Om de vergelijking van dat Tlak te bekomen ga men aidas 
te ¥rerk. Men difierentiëre de in § 167 gevondene vergelijking van 
bet normaal vlak 

m («' — «) = a [x' iin. ^ — y' eos. ^) , 
ten opzigte van ^ , dan komt er 

dx 
— m-j- = — m* = a{af' co8,^ + y' sin.^). . . • (a) 

De coôrdinaten der pooUijnen moeten blîjkbaar aan deze beide 
vergelijkingen voldoen. Eliminerende aizoo de grootbeden x en ^ 
met behulp der vergelijkingen van de schroeflijn, dan zal de 
bierait ontstaande vergelijking in x'^ y\ z' tôt de meetkunstige 
plaats der poollijnen behooren , en das de vergelijking van het 
bedoelde oppervlak zijn. 

De som der vierkanten van die beide vergelijkingen geeft, 

of m^{x' — m^y = ûMar'*+t/'») — m*, 



en 
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Deze waarde van ^ sabstituerende iii (a) , komt er 

Zîj — = r, en stellen vm hierin 2' = 0» dan vinden wîj Toor 
de doorsnede van het polaire oppervlak met het œy vlak, 

s' C0«. î^ — V «»»• ^ h »• = 0, 

r r 

zijnde de vergelîjking^ der ontwindende van den cirkel, wiens straal 
=z r is, en waarvan de oorsprong op het negatieve gedeelte van 
de as dcr œ genomen is. 
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Over de aanrakingen van verschillende orden bij 
lijnen van dubbele kromming. 



§ 175. Even aïs bij de vlakke kroramen, kiinnen er ook bij 
lijnen van dubbele kromniing, aanrakingen van verschillende orden 
plaats vinden. Zijn bijv. JM/*, MN (fig. 58), twee zulke kromnie 
lijnen, die in het punt M eene genieenschappelijke raakiijn hebben, 
en P, N twee van bare punten, op gelijke doch oneindig kleîne 
afstanden van bet raakpnnt ilf verwijderd, dan zal men, in navol- 
ging van betgeen bij de vlakke kroraraen bepaald is (XVP Les), 
kunnen aannenien , dat de aanraking der beide kromnien in het 
punt M van de n« orde zal zijn, bijaldien de afstand der punten 
Py N eene oneindig kleîne van de (n+l)° orde wordt. Projecterendenu 
deze krommen op eenîg willekenrig vlak, bijv. op dat der ^y, dan 
zullen, in bet algemeen, de afstand PN en bare projectie pn on- 
eindig kleinen van dezelfde orde zijn: alieen in bet geval, waarin 
de drieboek MPN op bet projectie- vlak belt onder een' boek, die 
oneindig weinig van een' regten boek verscbilt ^ zal de projectie pn 
in eene oneindig kleine van eene hoogere orde overgaan. Daar wijders 
de projectien mp^ mn der beide krommen in bet pont m eene gemeen- 
scbappelijke raakiijn hebben, en de afstand pn^ behoudens bet zoo 
even verraelde uitzonderings-geval , eene oneindig kleine van de 
(n+1)^ orde is, zal er ook tusscben die beide laatste krommen 
eene raking van de n« orde plaats vinden. , 

Tôt dezelfde uitkomst gcraakt men door de bescbouwing der 
projectien op de beide overige coordinaten-vlakken , en bierdoor 
laat zicb derbalve bet onderzoek der aanrakingen bij lijnen van 
dubbele kromming terug brengen tôt dat der vlakke krommen. 
Wil men alzoo de orde van aanraking van twee lijnen van dub- 
bele kromming bepalen , zoo hebbe men slecbts met bebulp van 



I 
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hare vergelijkingen te onderzoeken hoe vêle der achtervolgende 
differentiaal-quotienten 

dx dy d^x d^y d^x d^y 

dz * ds dz^ dz^ * dz** dz^ 

inhet geraeenschappelijk pnnt (x^y^z) voorbeide kromraen dezelfde 
vraarden bekomen. Zîjn de laatste dezer difierentîaal-qootienten van 
de n^ orde, dan hebben de projectiën op twee der coôrdinaten- 
vlakken, en dus ook de kromme Hjnen zelve eene raking van die 
orde. Bijaldien ecbter de projectiën op een der coordinaten-Tlakken 
eene aanraking van eéne hoogere ordb dan die op het andere coôr- 
dinaten-vlak bebben, zal men stçjeds de laagste der beide orden 
als die der aanraking van beide krorarae lijnen moeten beschoawen. 

§ 176. Fassen wij het voorgaande toe op het bepalen van den 
kromte-cirke], dat is van den cirkel, die met eenige gegevene 
Icromrae eene raking van de tweede orde bezit. Van dezen cirkel 
zal nietalleen de straalen ligging van zijn middelpant, maar tevens 
de stand van zijn vlak, ten aanzien der coôrdinaten-vlakken , be- 
hooren gezocht te worden. 

Beschoawen wij dan den kromte-cirkel als de doorsnede van een 
bol met een vlak, gaande door zijn raiddelpunt. 

Zij {x'—aY + {y' — hY + {z'—cY = R^, . . . (1) 

de vergelijking des bols*, en 

die van het snijdende vlak. 

Daar dat vlak ondersteld wordt door^hct middelpant van den bol 
te gaan , kan zijne vergelijking ook onder dezen vorm geschreven 
worden , 

A(x —a) + B{y' — b)'^[z' — c) = . . . ,(2) 

Door het achtervolgens elimineren van twee der veranderlijke 
grootheden, bijv. a^'eny', tasschen de vergelijkingen (1) en (2), zal 
men twee vergelijkingen bekomen, welke die der projectiën des 
cirkels op de yz^ en xjs-vlakken zullen zîjn. Yoor eene raking der 
tweede orde tusschen de beide kromraen ^ moet thans in het raak- 
punt {x^ y, z) voldaan worden aan de voorwaarden 



dx dx^ 


dy _ dy' 


d^x d^x^ 


dhj dy 


dz dz' 


dz dz' ' 


dz^ ~ dz î 


dz^ dz'^ 



3i0 DIFFERENT! A AL-REKENING. 

Differentiëren wij alzoo de vergelijkingen (1) en (2) twee aehter- 
Tolgende inalen ten aanzien van 2 , en veranderen wij bierbij gel^k- 
tijdîg sf\ y\ <' in 4? y y, X, dan verkrijgen wîj, d« 8tand?astig aan- 
nemende, de navolgende vergelijkingen: 

dx ds 



I d«* dz^ 

Stellen wij wijder< ter bekorting, 

ds d^s dy d^y 

De zes onbekenden a, bf c, A, B , R, laten zîch thansbepalen 
met bebnlp der vergelijkingen 

(a;_a)>H-(y~6)*+(x — c)« = A* . . . . (3) 

A{x — a) + B{y—h) + z — c =0 (i) 

p(a?— a)+^(y — 5) + a— c = (5) 

p^{x—a)-hqt(y — h)+— =0 (ff) 

piH-çj!? + l = (7) 

Pi^ + Sr,i? = (8) 

De beide laatste geven terstond voor ^ en A de navolgende 
waarden 

Uit (4) en (5) vindt men gemakkelijk 

(Aq — Bp){x—a)+{q — B)(z — e) = 0. 

{Bp — Aq){y — b) + {p—A)iz — e) = 0, 

en hierin voor il en j? de zoo even gevondene waarden in de plaats 
stellende, komt er 

iPPi+qqùix—a) +{pt—q(pqi — gpù}i'^—c) — 0, 
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Be eerste dezer vergelijkingen met' p^ en de tweede met q^ ver- 
menigiraldigende , zoo viadt men uit de som dezer producten, op 
grond van vergelijking (6) , 

{ppt + qqi)^t = {pi'+9t^ + {P9i — qPi)^){^—c). 

Derhalve 

^_ c — (ppi+qqi) U+f'+g') 

Pt*+qi^+(pqt—qpi)^ ' 

' ^ _ (Pi— g (pqt—qPi)) {i +p^4-g^ ) 

Pi* 4-^1* 4- (Ml — çpi)* 

en hierait bekorat men verder, ingevolge vergel. (3), naeenîgeher- 
leîdingen , 



R = 



v'IPi^ + îi^+tpgi— 9Pi)*| 



ivaardoor nu de coôrdinaten van het niiddelpunt, zoo mede de 
straal des kromtecirkels in fanctie van x^ y, z kunnen bepaald 
virorden. 

Men zal zonder moeite inzien, dat de zoo even gevonden waarde 
van R geheel overeenkomt met die volgens form. (4) van $ 168, 
nadat in deze laatste d^z = gesteld zal zijn. 

Dat ook de waarden van a — a^y — b^ z — c in evereenstemming 
zijn met die, welke wij in $ 169 onder eenen meer eenvoudigen 
vorm hebben verkregen , te weten : 



A— y = ft« 



ds 



ds 



c — X = R^ -— 

ds 

hiervan zal men ziûh spoedig door de navolgende herleidingen 
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kannen verzekereii. Men heeft namelijk, io de onderstelling van 
dz standvastig 

^' W dêd^x — dxd^s dsH^ X — ixdid} g 

dT d^ dû* 

_ (dx^ + dy * + d«*) <Pa? — dx [dxâ^x + dyiTy ) 

(dy » H" dz^) d^x — dxdyd^y 

~ ds^ 



== (—\ /^ -u ^/^y^ dard^y ^ v 
W^ V^**' dx\ dz* ~ dz* ) ) 



_ 1 

- (i+p.+ç«,i (Pi - 9(pgi - gp,)). 

Op geltjke wijze vindt men 



ir — (14- p» H-,»). ^î« -»- p(pî« - «p»)). 



-• ê) 



«fa^ _ 1 

en aangezien 

komt er, na snbstitatie 

^ « Pi + ^iM- (p^i — qptV 



Mt) 



z—c =— H* 



rf/ (ppi +9^1^ +P* 4-g*) 



d« Pi*+gi*4-(Mi— ^Pi)* 

even als hierroren gevonden is. 

Er blijft thans nog overig het vlak te bepalen, waarin de kromte- 
cirkel gelegen is. Te dien einde geeft ons de vergelijking 
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na hierin voor À en B hunne waarden geschreven te hebben, 
terstond 

^i[^ — àj — Pt{y — h)-h{Ptq—pqt){^ — c) = 0, 

of (a? — a) d^y — (y — &) rf>a? + (« — c) {éPa;dy — da;d^y) = 0, 

i;velke juist dezelfde is als die van het kroromings-vlak , reeds 
in S 166 gevonden, nadat men in deze laatste d^ s = zal 
gesteld hebben. 

Men zal overigens geinakkelijk inzien, dat de vergelijkingen 
(5) en (6) twee vlakken voorstellen loodregt op het ^omniings- 
vlak (4) staande, en welker doorsnijdingen met dit laatste, twee 
achtervolgende hoofdnornialen opieveren, zoo dat het punt (a, 5, 
het snijpunt dezer lijnen is. 
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Theoi^ie der gebogen oppervlakken. Bepaling der 
rakende- en normaal vlakken, 

S 177. Elk gebogen vlak wordt gegeven door eene Tergelijking 
tasschen drie veraoderlijke groutheden x, y, z, Toorstelleode de 
drie regtstandige coôrdinaten van een willekeurig punt van het 
oppervlak. l)eze vergelljking konit onder een dezer vormen 

z = ç'(a?,t/), f{(s,y,z) z= 0, 

voor, waarait de twee navolgende difTerentiaal-betrekkingen afge- 
leid worden. 

dx dy 

of ds=zpdx+qdy, (l) 

indien namelijk de partiële difierentiaal-qaotienten van x ten aan- 
zien van x eny, kortheidshalve door p en q aangeduid worden ;eQ 

2«. l[dx-^^dy+^dz = (2) 

dx dy ^ dz 

Trekt men door eenig punt (x^y^z) willekearige kromrae Hjnen 
op het gebogen vlak^ dan zullen de raakiijnen in dat punt tôt 
deze verschillende kromnien behoorende, alleu in hetzelfde vlak 
gelegen zijn, en het rakende vlak aan het pnnt (x^ y^ z) vormen. 
Deze cigenschap laat zich onder anderen aldus betoogen. 

Voor eene dezer kronimen naar welgevallen, heeft de raaklijn 
tôt vergelijkîngen 

X'—X =_(2'_z , y' —y = ^{z —z), 

az az 

waarin de differentialen dx, dy^ dz aan elkander verbonden zijn 
door de betrekking 

dz :=z p dx -\- q dy ^ 

dx . dy 
of lz=p — + 7/. 

dz ^z 
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YerinenigVQldigende nu deze laatste met s'— 2, verkrijgt nien , 

' dx du 

na elirainatie der onbepaalde diJQPerentiaal-qaotienten — , ---,inet 

bebulp derbeide Toorgaande vergelijkingen, voor de meetkunstîge 
plaats van al de raaklijnen 

z' — x={^' — x)£-^-(y'—y)^ (3) 

zîjnde eene vergelijking van den eersten graad, ten aanzien van 
s\ y\ %\ en das die van een plat vlak. 

Het rakende vlak bezit defhalve de eigenschap , dat, indien men 
beCzelve door een willekeurig vlak, gaande door het raakpant, 
snijdt, de gemeene doorsnede altijd eene raaklîjn zal zijn aan de 
kromme, volgens welk bet gebogen oppervlak door dit laatste vlak 
gesneden wordt. Hieruit volgt verder, dat het rakende vlak ge- 
heel bepaald is, indien de rigtingen der raaklijnen aan twee 
willekeurige doorsneden van bet oppervlak door bet raakpant ge- 
bragty bekend zijn. 

S 178. In overeenstemming met de eigenscbap der raaklijnen 
aan kromme lijnen , kan men elk rakend vlak aan eenig punt van 
een gebogen 'oppervlak , beschouwen als de limiet van allé vlakken, 
gaande door dat pnnt en twee andere naborige panten van bet 
oppervlak. Stellen wij alzoo voor de vergelijking van het ge* 
zochte vlak 

Dat vlak gaat reeds door het punt {x^ y^ %), en men kan nu 
voor de coordinaten der twee overige panten nemen 

, dz , 

dz 

^. y-hdy, *+5^^y- 

Deze coordinaten moetcn insgelijks aan de vorige vergelijking 
voldoen, en door hare substitutie voor s\ y\x' ^ verkrijgt men, ter 

bepaling der verhoudingen r^, - , 



dus 



A + C— — 0, 
dx 


dz 
en B+C T- — 0, 

dy 


A dt 
C âx' 


B dt 
C ~~dy' 



I 
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waardoor de aangenomene vergelijking overgaat in 

.-, = (x-x)^ + (y-y,_. 

zijnde dezelfde als die, welke hiervoren uit andere gronden af» 
geleîd is. 

Stelt men in deze vergelijking 

x'=zs + dSf y'=y + dy en f'z=f+iix, 

dan wordt uj 

, d% ^ * âz ■ 

ten blijke alzoo, dat het rakend vlak tevens gerigt is door elk 
ander pant op een oneindig kleinen afstand van het raakpant 
genoroen , en das de meetkunstîge plaats is der raaklijnen aan de 
onderscheidene krorame lijnen, door het raakpunt op het opper- 
vlak getrokken. 

Is het gebogen oppervlak gegeven door eene vergel^king van 
den vorm 

dan heeft men ter bepaling der. partiële differeatiaal-qaoïienteB 
dz dx 

dx' d^' 

df d{ dt _ df df dz _ 

dx dt dx dy d% dy 

en hierdoor gaat de vergelijking van het rakend vlak over in 

(«'-*)|+(y'-y)|-»-(.'-«)|=o . . .(4) 

Mrelke meer symetrieke vorra tevens het voordeel opievert van ait 
de differentiaal-vergelijking van het oppervlak 

jLdx+ — dy+^dz =z 0, 
dx ^dy^^di 

onmiddelijk te kunnen worden afgeleid, door naraelijk in deze Taatste 
voor de differentialen dxy dy^ ds, te schr^ven de drie versebillen 

X — x^ y' — y, x' — X, 

Het is tevens geraakkelijk in te zien, dat de vergelijkingen 
(3) en (4} haren vorm behouden , ook in het geval, waarin x^y^x 
scheefhockîge in plaats van regthoekige coordinaten voorstellen. 
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Even als de rnaklijn aan eene kromme, Lehalve het raakpant 
nog andere punten met haar geraeen kan hebben , zal ook een 
rakend vlak door eenig pant van een gebogen opperviak gebragt , 
dit laatste tevens in andere panten of volgens kromme lijnen kun- 
nen doorsnijden , zoo als onder anderen bij de ringvorraige opper- 
vlakken plaats vindt» indien het raakpant op dat gedeelte ran het 
opperviak gelegen is , dat het bînnenste blad genaarad wordt. 

Bij de ontwikkelbare oppervlakken , welke door vlakken vol* 
gens regte lijnen kunnen gesneden worden, gelijk onder anderen 
de kegel- en cilinder-oppervlakken, zal het rakend vlak eene 
beschrij vende lijn met het opperviak gemeen hebben. Bij scheve 
oppervlakken daarentegen, waarbij twee opvolgende standen der 
beschrij vende lijn niet in hetzelfde vlak liggen, zal de raking slechts 
in een enkel pnnt kunnen geschieden. 

§ 179. De lijn door het raakpant loodregt op een rakend vlak 
getrokken, en welke de norraaal van dat punt genaamd wordt, 
zal tôt vergelijkingen hebben 

of ook 

De vergelijkingen der normaal en van het rakend vlak vol- 
gens (4) blijven dezelfde , ook dan , wanneer het opperviak tôt 
vergelijking heeft 

F(a?, y, 5}) z=: a. 

De hoeken a, J9, y ^ welke de norraaal met de assen der posi- 
tieve ar, y, z vormt, worden uitgedrukt door de formules 

dx — p 



cas, a 



"C+S+S •'i'+'-+«*'' 






— 1 1 
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of stellende ter bekorting 

dan heeft men insgelijks 

V dx V dy ' V dM 

De hoeken a, py ^ zîjn dezelfde aïs die, waaronder het rakend 
vlak op de vlakken der yz, xt en xy helt. 
' De vergelijking van het rakend vlak laat zich thans, met behalp 
dezer hoeken, ook aldus schrijven: 

(j?' — X) co$.a + [y' — y) co«./3 + {«' — z) cot.y = 0. 

£1k vlak door de norraaal gebragt, staat loodregt op het rakend 
vlak en dus op eene der raakiijnen, die door het punt [x, y, i) 
kunnen gelrokken worden. 

Zij dan 

Aix'—x) + B{y'—y)-hC{z'—È) = 0, 

de vergelijking van een dezer normaai-vlakken , en laat de raak- 
lijn , waarop hetzelve loodregt gerigt is, tôt vergelijking hebben 

dx dz 

€ dt C dz .. 

dan zal --.= —- en —=:■-- nioeten ziin , 

A dx B dy 

waarait voigt, voor de vergelijking van eenig normaaNvlak , 

{x' — x)dx+(y'—y)dy + (z' — z)dz=iO. , . (5) 

welke, oradat de differentialen dx, dy, dz, slechtsdoor eeneenkele 
betrekking aan elkander verbonden zijn , aile mogelijke norraaal- 
vlakken voorstelt , die door het pnnt {x^ y, s) der krorame kan- 
nen gebragt worden. 

Men zonde de verg. (5) evenzeer hebben kunnen bekoraen , door het 
normaal vlak te beschouwen alsde limiet der doorsnijdings-vlakken 
van twee gelijke bollen, welkcr roiddelpnnten op eene willekea- 
rîge doorsnede van hetgebogen oppervlak liggende, elkander raeer 
en meer naderen , op dezelfde wijze als zulks reeds in S 165 ten 
aanzien der lijnen van dubbele kromraing is aangeloond. 
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S 180. Gaan wij thans tôt eenige toepassing^n op bekende op- 
pervlakken over. 

P. De bol a?* +y* -f «^ = r*, 

dus xds + ydy -^ tdz = 0, 

waaruit onmiddelijk volgt voor de vergelijking van het rakend 
vlak (S 178) form. (4), 

(^' — ^)^+(y' — y)y+(«' — *)2 = 0. 

of jrjr' + y y* +"2z' = r*. 

De vergelijkingen der normaal zijn 

of a;' = ^2^ yi = I z' , 

z z 

ten blijke , dat de normaal overal door het middeipunt Tan ^en 
bol gerîgt is. 

2^ D« ellipsoïde. 1- + ^ + L. = 1 

a' 6* c* 

a» ^ ô» ^ c» ~" 
Verg^elijking van het rakend vlak 

ara?' vv' ^*' 
of _^ + ^+ = 1. 

a' 6" c* 

Dat het rakend vlak sieehts een enkel punt met de elh'psoïde 
gemeen heeft, laat zich geniakkelijk aidas bewijzen. Indien name- 
lîjk een ander piint (a?', y', «') ran het opperviak mede in het 
rakend vlak gelegen ware, zou roen,beha]ve de beide voorgaande 
vergelijkingen, nôg de volgende hebben, 

a* ^ 6» ^ c 
uit welke drie vergelijkingen volgt , 

a 



4?'» y * i 



(iJZlf )* 4- (^-F-^) + (^--^/ = 0. 
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DerhaWe 4?' = op, y' = y, z' :sz x. 

De vergelijkingen der normaal zijn hier 

3*. De hyperhoMde met een blad. 

a?* y« «t 

JT + j-i - 7î = ^ W 

Yoor het rakend vlak vindt men aïs voren, na veranderiDg Tan 
<r* en — c?, 

î^+Vl-'^^l (« 

a* 6* c* 

en Toor de vergelijlcingen der normaal 

Om de doorsneden van het rakend vlak met de hyperboloîde te on- 
derzoeken , heeft men de vergelijking 

met (a) en (/?) te combinercn. Uit deze drie vergelijkingen laat zich 
gemakkelijk de navolg^ende afleiden, 






= 0+S)(i+Ç)-(ï+ï)*. 



De doorsnijdÎDg heeft derhalve plaats volgens twee regte lijneii, 
welker projectiën op de coordînaten-ylakken kannen bepaald wor- 
den, met hehalp der yerge]\jkingen 

^ . yy' _ «' _ I xy' — yaî' /«i" *^ 

o* "^ M ^~ • — i^ ±l~r"^' 

-4^ De hyperhoUMe met ttree hlaien. 

x^ y* «* 



a» ft* c« 



— 1. 



< 
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Het rakend vlak heeft tôt vergelQkiiig 

xx' y y' %%' _ 

Q> ^ h^ C* ' 

ivelke ait die voor de ellipsoïde afgeleid wordt,door voor a^ en ft^ 
te schrijven — o* en — 6*. De beide voorgaande vergelijkiogen 
combinerende met de volgende 

o« "^ 6* c* 

zal raen, op gelijke wijze als in bet vorige voorbeeld, bekomen 

(^^')'+C-^')'=»- 

x^y 
Derbalve xy^ — yx' =: , of y' = — en x' = «. 

Deze waarden sabstitaerende in de vergelîjking van bet rakend 
vlak, komt er 

xxf y^x' «* 

i*" "^ I^jT ~ c*" ~ ~" ^ 

of (-4 + £*)£._!! = _ 1. 

Bas dr' = j; en y' = y , waaruit blijkt dat bet rakend ylak slecbts 
één enkel punt met de hier bescbouwde byperboloïde gemeen beeft* 

5®. De eîUptUche paraholiMe, 

o» ■•■ 5^ e ~ 
Voor bet rakend vlak vindt men, 

Hierbij voegende de vergelijking 

x^ y^ _ 2£ _ 

Icomter (^)V (2^)^ = 0, 
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en dus 47' = s 9 y z=z y^ i =. z, ften blijke dat de raking^ 8le<Ats 
in één enkel punt geschiedt. Yoor de normaal zijn de Tergelijking^en 

X y 

6^. De hygtrhoXwht para6oIotde. 

X* V* 2« 

Door verandering ran 6* in — 6', vindt men uit het roorgaand 
Yoorbeeld , voor de vergelijking van het rakeod vlak , 

xx' yy J8' + « 

'^^'W ~ e ' 

en toi bepaling zijner doorsneden met het gegeven oppervlak, 

C-^)"-(S^)"=«. 



Traaniit rolgt 



œ — X y — y af — x 

— =— — •" — - » 



=-n^- 



▼oor de horizontale projectiën dezer doorsneden^ welke met twee 
beschrij vende lijnen yan het oppervlak overeenkomen. 
Stellende voor de vergelijking dezer parabololde, 

^y = c«, 

dan kiimt er voor die van het rakend vlak, 

W — ^)y+{y'—y)^—cW — si) = o, 

Uit de verbinding dezer vergelijkingen met de vergelijking 

xy =z€Z, 
wordt gevonden 

^y + ^'y' — xy' — yx' = 0, 

of (^' — ^)(y'— y) = 0, 

dus ar' z= x en y' = y. De snijding geschiedt derhalve volgens 
twee lijnen, welker horizontale projectiën loodregt staan op de 
<assen der x en y. 
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De vergelijkingen der normaal zgn 

X c 

7®. Bel cirhelvortnige régie kegelvlak, 

h^ {xdx-^- ydy) '•{-r^ {h — z)dx = 0. 

De vergelijkîng van het rakend vlak wordt 

h^x' — x)x + h^(y''^y)dy+f^lt' — z)(h^z) = 0, 
of na herleiding 

h^(ax''^yy)—r^(h—z)lh~z') — 0. 

Om de doorsneden van het rakend Tlak te onderzoeken, heeft 
men nog de yergelijking 

h^ix^+y'^)=zr^{h^%')\ 
dus (-r«+y»)(y» + y'«) = (xx' + yy')K 

waarait voigt x'y — yx' =0, of ?- == ?^. 

X X 

Hierdoor gaat de vergelîjking van het rakend vlak orer in 
h* (x* + y»)- = ••' (* — «) {*-«'), 

X 

of (h — s)^^ = {h — z)lh — z'), 

X 

das (h — z)x' = x{h — «'), 

en (*— «)y' = y (* — «)• 

welke beide vergelijkingen de projectiëç aanwijzen van eene lijn 
gaande door den top en het punt (x^ y, z). De raking heeft mits- 
dîen volgens eene beschrij vende lijn van het kegelvlak plaats. 

8<>. Het horizontale ichrœfvlak. 

z = aBtg.=i^; 

X 

h 
zijnde h de hoogte van den schroefgang, eu ^z = a» 

, , (Xdy — ydxx 

dus dz = al — — — r-j, 
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of (x*+y*)à8-+-aydx — asdy zn 0, 

waarait rolgt voor de vergelijking Tan het rakend vlak , 

(«' — «) (jr«+y*) — a(y' — y)^ + a(i?' — j?)y = 0, 

Ter bepaling van de doorsneden van dat vlak met het schroef- 
▼lak, heeft raen nog de verge] ijking 



X' =aBig.l-,, 

X 



waarait afgeleid wordt 



n. «y' — x'y 

a;s H- y y 

d„s 'J^i=^ = Btg.'^jL^fll (e) 

Deze transeendentale Tergelijking van de horizontale projectie 
der doorsnede, diiidt terstond aan dat het rakend vlak het schroef- 
vlak volgens een oneindîg aantal krommen doorsnijdt, en daar de 
regte lijn tôt vergelijking hebbende 

y — -iP , 

X 

tevens tôt de projectiën van deze krommen behoort, en alsdan 
%' -zn z wordt , voigt hieruit dat de beschrijvende lijn gaande door 
het punt (s, y» ^} insgelijks eene doorsnede van het rakend vlak 
zal zijn. 

De poolvergelijking der horizontale projectie, neemt eenen vrij 
eenvoudigen vorm aan. Immers, stellende 

a' =: pcos,^^ y* =z psin.Çf x = TCo$.a^ y = rstn.a, 

dan verandert vergel. (a) in 

.- («lit. ç> cos, a — r- C09* ip sxn. a) == <p — a , 
r 



i%n,[ç — a)' 



Hierin beteekent r de afstand der horizontale projectie van het 
raakpunt tôt de as des cilinders, en a de hoek tusschen deze lijn 
en de as der x bcgrepen. Neemt raen nn die lijn tôt oorsprong der 
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hoeken aan, dan hebben ivij , fp — az=, tj^ stellende, voor de po-- 
laire vergelijking van de horizontale projectie der doorsneden van 
het rakend rlak 

rcti 

De vergelîjkingen der normaal ign 

i?'— ar y' — y o {%' — g) 

y X aî* + y* ' 

De eerste toont aan dat de horizontale projectie der normaal van 
eenig pant loodregt staat op die der beschrijvende lyn door dat 
punt getrokken. 
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Over de verschillende soorten van gebogen oppervlakken, 
Onderzoek naar hare analytische kentnerken. 



S 181. Onder de gebogen oppervlalcken bestaan YerschilJende 
soorten y welke raen, op grond der bîjzondere wijze ivaarop zij 
kunnen worden Toortgebragt, gewoon is Tan elkander te onder« 
scheiden doordealgemeenebenamingen van cilindervormige ^ hegelvor- 
mige j amwenteîings^ y schevey conMUche en onttoikkelbare oppervlakken. 

Wij zaUen in deze en in de volgende les die verschillende yor- 
men van oppervlakken nader omschrijven » en tevens de analyti* 
sche kenraerken opsporen» waardoor zij zieh van elkander onder- 
scheiden. 

S 182. Cilinder-vlakken. Elke regte lijn, die zich langs den om- 
trek eener gegevene kromme beweegt, en daarbij evenwijdig aan 
zieh zelve blijf t , doorloopt een cilinder-vlak , de gegevene kromme 
tôt rigtlijn hebbende. 

Laten â? = as, y =: hz de vergelijkingen zijn eener door den 
oorsprong getrokken lijn, waaraan de beschrij vende lijn eenscilin- 
der-vlaks evenwijdig blijf t. Zij wijders 

dx dz 

de vergelijking van het rakend vlak aan eenig punt (' 9 y , z) van 
het oppervlak. 

Daar na het cerstgemelde vlak steeds evenwijdig aan de genoemde 
lijngerigt is, zal de voorgaande vergelijking eeniglijk aan dievoor- 
waarde behoeven te.voldoen. Te dien einde onderstelle men dat 
vlak evenwijdig aan zieh zelve naar den oorsprong verplaatst, 
waardoor zîjne vergelijking herleidt wordt tôt deze 

, , dz , dz 

dx dy 

of i' =. px' -i-qy'* 
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De coordinaten vaa eea willekeùrig pant der rcgte liîfa 

X z=z azy y =. hz , 

zijn thans mede door de voorafgaande vergelijkîng aan elkander 
Terbonden, en hierait ontstaat, na substitutie, de betrekking; 

dx dy 
of pa + qb = 1 (î) 

voorstellende de partiële differentiaal vergelijking welke voor aile 
ciIinder<T)akken geldt, en waarin het bijzondere karakter dezer 
vlakken bevat *îs. 

S 183. Men kan daarenboven eene betrekking tusschen ein* 
dige grootheden bekomen, die insgelijks een kenraerk der cilin- 
der-vlakken oplevèrt. 

Stellen wij namelijk voor de -vergelijkingen der beschrij vende lijn 

Blijkbaar zullen in de opvolgende standen dezer ]ijn , de groot- 
heden a, h stand vastig, a en fi daacentegen veranderlijk zijn. Voor 
al de punten van het oppervlak, die op dezelfde beschrijvende lijn 
gelegen zijn , blijven echter fi en a insgelijks standvastig. De wijze 
waarop fi en a veranderen, gedurende de beweging der beschrij- 
vende lijn, is eeniglijk afhankelijk van den aard der kromme^ 
welke tôt rigtlijn strekt. 

Iromers, men heeft 

a z=z s — az, fi ^ y — hZj 

en indien a?', y\ %' de coordinaten aanwijzen van het snijpunl? 
dezer kromme met de beschrijvende lijn, dan zal, omdat x! en y* 
beiden als functiënvan js' voorkomen, ook a:=zç>{x') en fiz=z<p(jBi')i 
roogen gesteld worden, en hieruit volgt dat fi tevens als< eene 
fiinctie van a te beschouwen is. Zij dan 

fi = m, 

dan zal de vergelijking 

(y — hz) = f{x — az) . ... . • . . (2) 

insgelijks voor aile cilinder- vlakken gelden, zoodra men^ door f eene 
functie van onbepaalden vorm aanduidt. 

Dat de vergelijkingen (1) en (2) met elkander in overeen- 
stemming zijn, zal terstond blijken, door ait (2). de beide partiële 



32S DIFFERENTIAAL-RERENING. 

« 

difierentiaal vergelijkingen ten opzigte van a? en y af te leiden ; 
men bekomi alsdan 

— &p =: ftix — oi) (1— op), 

l—bq=:—ft(s — az)aqj 

en hierait door deeling de afgeleide fanctie fi{x — az) élimine- 
rende, zullen wij de partiële difierentiaal yergelîjking (1) 

onmiddellijk terngTÎnden. 

Deze laatste is bijzonderlijk gesehikt , om te onderzoeken of een 
door zijne vergelijking gegeyen vlak al dan niet tôt de eilinder- 
Tlakken behoort. Zij namelijk 

U = f{x,y,z) = 0, 

de Tergelijking van het Tlak, waarait men door twee partiële 
difierentiatiên afieidt 

dU dU ,. 

dj+^5r = ^^ 

— -4- — — 
dy dz 

Indi^i dus aile waarden van ^, y, z roldoen aan de vergelijking 

dU ^dU dU ^ 

-dJ+*^+5r = « (3) 

zal het gegeren oppenrlak een cilindervlak djn. 

Staat de beschrijvende loodregt op het o^y-ylak, dan wordt a= 0, 
( = , en de vorige vergelijking herleidt zich tôt 

aandaîdende dat de vergelijking van het cilindervlak in dat geval 
de ordinnat z niet bevat , maar overeenkomt met die der projectie 
van de rigtlijn op het ârt/-vlak. 

Om de vergelijking van het cilindervlak te vinden , wanneer de 
rigtlijn door hare vergelîjkingen 

^ = 9{^), y = ^W, 

gegeven is, heeft men deze te verbinden met de vergelijkingen 

X — af = «Zy y — bz z=z 



Ht 
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als wanneer men na het yerdrijven van a?, y, z tôt eene betrekking 
tasschen a en fi geraakt, welke onder den algemeenen vorm 

kan Yoorgesteld worden , en hierait volgt terstond voor de verge- 
lijking van het begeerde vlak^ 

f{x — 02, y—bi) = 0, 

hetgeen met de vergel. (2) overeens teint. 

S 184. fiijaidîen gevraagd wordt voor een gegeveu opperviak het 
oràgeschreren cilindcrvlak te bepalen, zoodat de beschrijvend^ lijnen 
eene bepaaide rigting hebben, zal het er slechts op aankonien de 
kromrae te bepalen, volgens welke de raking van het gegeven 
oppervlak met het cilîndervlnk plaats heeft, waardoor de zaak 
terstond tôt het voorgaande probleraa teraggebragt wordt. 

Is nu U = f{x, y, «) = 

de vergelijking van het gegeven oppervlak, dan zullen de coôrdi- 
naten van al de punten der aanrakings-kromme rooeten voldoen 
aan de vergelijking (3). Uit de combina tie dezer laatste met de 
vergel. 17 = , vindt men de vergelijkingen van de projectiën 
der bedoelde kromme, waarmede men vervolgens naar de aanwij-* 
zing in de vorige $ gegeven , te handelen heeft. 

Cm zulks door een enkel voorbeeld nader toe te lichten, zoo 
stelle men zich voor het cilindervlak te bepalen , dat om eene 
ellipsoïde tôt vergelijking hebbende 

Ax^-^-By^ + Cz^ = 1, 

kan beschreven worden, wanneer de rigting der besehrij vende lijn 
gegeven is door hare vergelijkingen x =z az^ y z=, h%, 

Door het differentiëren van de vergelijking der ellipsoïde ten 
opzigte van x^ y^ z, vindt men 

dU dU dU 

— = 2Ax, -^ = 2%, ^ = 2Cz. 

dx dy ^ dz 

Hier door gaat (3) over in 

Àax-^Bby+Cz = 0, 

ten blijke dat de aanrakings-krorame in een plat vlak ligt. 
Men verbinde nu de oeide voorgaande vergelijkingen met dcze : 

X z=z az^a, y zzz bs -{^ P y 
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dan komt er achtervolgeiis , 

Aa(aZ'^a)^Bh{hz+P)+Cs =0, 
of 

(Àa^-^Bb^-hQs+Aaa+Bbp = 0, 

waaruit men, na het verdrijven van z, de navolgende betrekking 
tasschen a en P bekorat, 

{Aai + Bfii — }) {Àa^ -h Bb^ + q = {Aaa + BbP)^. 

Hierin vervolgens voor a en fi substitaërende x — azj y — bz^ 
zal men na eenîge her]eidingen , de vergelijking van het cilinder^ 
Tlak onder den volgendeu vorm kunnen schrijven. 

{Ax^ + By* H- (7a> — 1) (ia* + Bb^ + q z= (Aax + Bby + Ci)«, 

waaruit insgelijks op te maken is dat de krorarae, volgens welke 
de rakîng van beide vlakken plaats heefty in een plat v)ak ligt» 
tôt vergelijking hebbende 

Aax + Bby + Cz = 0. 

S 185. Kegelvlahken. Elk kegelvlak ontstaat uit de beweging 
^eener regte lijn gaande door een vast pant, en schui vende langs 
den omtrek eener gegevene kromme, rigtlijh genaanid. 

Daar het rakend vlak steeds het vaste punt of den top des 
kegels bevaty zal aan die voorwaarde kunnen voldaan vtrorden, door 
in de vergelijking van het gezegde vlak 

z'—z = p{s'—a;)'hq{y'—y)f 
voor x', y% z\ de coordinaten a, h, e van den top te substîtuë- 
ren, en hierdoor verkrijgt men terstond 

z — c z= p(x^a) + q[y — b), .... S (4) 

voor de partiële differentiaal -vergelijking van aile kegel vlakken. 

Cm eene betrekking in eindige grootheden te bekomen, stelle 
men voor de vergelijkingen der besehrijvende lijn in een' harer 
standen , 

a? — a z= a{z — c), y—b = iî(a — c), 

waarin nu a en /? als veranderlijk voorkoraen. Even als zulks 
(S 183) voor de cilinder vlakken aangetoond is, zal ook hier fi als 
eene functie van a te bcschouwen zijn , welke van den aard der 
rigtlijn afhankelijk is. 
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Uit de vergelijking fi = f{a) volgt dus dadelijk voop die der 
kegelvlakken in het algemeen, 

' = f{ ) • . (5 

Ligt de top in den oorsprong, dan herleidt zich deze vergelij- 
king tôt 

Differentiêren wij thans de vergeK (5) aehtervolgens ten aaniien 
van or en y, dan korot er 

(y— ^) _ ^( ^—^ \ i (g— <^) — P(^ — «) ( 



en [z^c) — q[y — h)z=:i—fJ'^^—)q[x — a), 

^z •— C' 

waaruit men vervolgens door deeling vindt^ 

z — e — q(y — h) _ q[x — a) 

P(y — ^) ~ z — c—p{w—ay 
dus z — c = p(x — a) + q {y — 5)*, 

zijnde dezelfde als yergel. (4). 

Is na 27 = /(a?, y, «) = de vergelijking van eenig opper- 
vlak, dan zal het tôt de kegelvlakken behooren, indien aan de 
vergelijking 

voldaan wordt. 
Moet men een kegelvlak bepalen, dat ora een gegeven oppervlak 

U = 
beschreven zij, zal men uit de corabinatie dezer vergelijking 
met (6), de projectiën der aailrakings-kromme kannen afleiden, 
waardoor dus de rigtlijn van het kegelvlak bekend wordt. Nemen 
wij wederora tôt voorbeeld de ellipsoïde 

dan geeft de vergel. (6) 

Axix-^ai-hByiy — h'j+Cziz — c) = 0, 

of jiax+Bby-^Ccz = 1. 
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De coordinaten der rigtlijn moeten nu behalve aan de beide voor- 
gaande, tevens aan de vergelijkingen der beschrijyeode lîjn 

X — a z=z a{z — c), y — b = P[z — c), 

Yoldoen, waaruit eene bepaaide betrekkiiig tasscben fi en a voort- 
Tloeit, welke door bet verdrijven van ar, ^, 2, nit deze vier verge- 
lijkingen verkregen wordt. 
Men zal biervoor bekomen 

{Aa^ + Bb* + Ce» — 1) {Aa^ + Bfi^ + C) = (Aaa + Bbp + Cfe)*, 

welke Tcrgelîjking , na snbstitutîe van 

X — a y — b 

s — c X — c 
Yoora en/9yblijken zal, 00k onder dezen vorm tekunnen geschre- 
ven worden. 

[Ax* + %* -f- Cz'' — 1) Ua* + J?6> 4- Ac* — 1) 

=: {Âax-hBby-^Ccz — l)*, 

aantoonende , dat de raking van bet kegelvlak met de ellipsoïde 
plaats beeft volgens eene kroninie, gelegen in bet vlak 

AaX'-{'Bby'\~Ccz = 1. 

De projectiën der rigtlijn, welke blijkbaar eene ellips is, zailen 
gevonden worden door bet elimîneren van eene der veranderbjke 
grootbeden tasscben deze laatste vergeUjking en die der ellipsoïde. 

S 186. Omwenteîings-oppervlakken, Deze ontstaan door de beweging 
van eenige lijn van enkele of dubbele kroraming, om eene in stelling 
gegeven as, zoodat elk pant der bewegende kromme een cirkel- 
omtrek bescbrijft, tôt straal bebbende zijnen afstand tôt de as, Elke 
doorsnede door de as gebragt , wordt een meridioan-vlak , en de 
kromme lijn van doorsnijding met bet oppervlak een meridiaan geuoemd. 

Met deze benaming staat dievanixtral^Hn verband, welke aan elk 
der doorgeloopen cirkels loodregt op de om wentelings-as staande, gege- 
ven wordt. Ligtdeasmet de kromme, die bet oppervlak voortbrengt 
in bet zelfde vlak , dan zijn al de raeridianen aan die kromme gelijk. 

De omwentelings-oppervlakken bezitten de eigen<cbap, dat bet 
rakend vlak aan eenig pant overal loodregt op bet meridiaan-vlak 
staat. Iromers, daar de raaklijn aan deparallel van dat pant in bet 
rakend vlak gelegen is, en loodregt staat zoo wel op den straal aïs 
op de om wentelings-as, zoo besluît men bieruit, dat die raaklijn 
en dus 00k bet rakeiid vlak , loodregt op bet meridiaan -vlak staat. 
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De Dormaal van het raakpunt , welke in dit laatste vlak ligt , zal 
derhalve de orawentelings-as ergens snijden. 

Deze laatste eigenschap lever t na het iniddel op om tôt dediife- 
rentiaal-vergelijking van het oppervlak te geraken. Men heeft na- 
nielijk voop de vergelijkingen der norraaal (§ 179) 

en stellende verder voor die der as 

x' = az' + a' , y' = bz' + 5' , 
dan heeft raen in het snljpunt dezer beide lijnen 

{a + p)z' := pz-jrs — a , 
(64-g)«' = qz-hy — h', 

das a-hp pz + x — o' 

b + q ç« + y — b' ^ 
waarait volgt 

P{y — bz — b') — q(a; — az — a') = b{x — a') — a{y — b') . (7) 

In het bijzonder geval waarîn de omwentelings-as met die der z 
overeensteint, aïs wanneer elk der vier grootheden a, 5, a', b' nul wordt, 
heileidt zich de voorgaande vergelijking tôt deze meer eenvoudige 

py — qx =1 (8) 

S 187. Men kan de omvt^entelings-vlakken ook beschouviren aïs 
voortgebragt door de beweging van een' cirkel, welks raiddel- 
punt in de as blijfty en waarvan het vlak loodregt op die asstaat, 
mits de straal hierbij zoodanig verandere, dat deomtrek steedseene 
gegevene kromrae snijde. De hier ait voortvloeijende eigenschap dat 
elke doorsnede van het oppervlak , loodregt door de as, een cirkel 
is, geeft het niiddel aan de hand, om gemakkelijk tôt eene verge- 
lijking in eindige grootheden te geraken , v«re1ke het analytische 
kenmerk der omwentelings-oppervlakken nitdrakt. Een dezer snij- 
dende vlakken heeft naraelijk tôt vergelijking 

ax + by + z = ffi. 
Elke parai lel- cirkel kan tevens beschouwd iK^orden aïs de door- 
snede van dat vlak met eenen bol van eenen veranderlijken straal r, 
en vtrelks middelpant op de omwentelings-as ligt; zij dan 

(a._a)»-f.(y_/9)î+(* — c)« _ y»^ 
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de Tcrgelijking Tan dezen bol. Verbindende na àeze en de Toor-> 
gtfande Tergelijking met die Tan de projeciiën der beschriJTende 
lyn, zal nien, na élimina tie Tan x^ y, z, eene betrekking tasscben 
r en m Tan den Torm 

OTerhonden, welke aizoo tôt algemeene Tergelijking der omwente- 
lîngs-Tlakken geeft, 

waarin de Torm der fnnctie ç, eeniglijk Tan den aar^ der gegevene 
beschriJTende lijn afhankelijk is. 

Is de as der % de omwentelings^as , en plaatst men het middel- 
punt der snijdende bollen tevens in den oorsprong, dan gaat de 
Torige Tergelijking OTer in 

s» + y»4-t« =;= ç»(«), of 2 = /•(ar»+y«) . . .(10) 

Hen kan na wederom de differentiaal-betrekking (7) regtstreeks 
nit de zoo eTen gerondene Tergelijking (9) afleiden. 

Men Tindt namelijk door deze achterToIgens ten aanzien Tan 
X en y te differentiëren , 

2{x — a)^2p(z — Y) •= 9i[ax + hy+%){a+p)^ 
2(y— « + 2g(«— r) = ^,[ax+hy+i)[b^q), 

dos <»+? _ a? — g+iK^^y) 

h + q ~ y — P-\rq[z—r) ' 

irelke Tergelijking» met inachtneming dat a -=: ay + a' en 
^ = 5;^ + &' is, na herleiding bevonden zal worden met (7) vol- 
komen OTereen te stemraen. 
ETen zoo Tolgt uit de Terg. (10) , 

p = 2xUx^ + y^), 

q = 2yf,{x*^y^), 

dus py — qx i=z 0. 

S 188. Passen wij de Toorgaande formules toe op het onderzoek 
der Tergelijking Tan het oppervlak, Toortgebragt door de onwen- 
teling eener lijn 

X = m«-|-m', y z= nz + n' ^ 

om de as der z^ welke lijn hier aïs rigtlijn des bewegenden cirkels 
heschoawd wordt. 



I 
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Deze Tergelijkingen raoeten nu gecombineerd vvorden met die 
Tan het vlak loodregt door de as, en die van den bol welks 
middelpunt in den oorsprong kan genomen worden , te weten : 

X z=. a, a?' + 1/* + a* = r* , 

dus (ffis + m')» + (n«4-n')* = h^z=x^ +y^ , 

waaruit rolgt 

«'+ y * — (»»*+«*)«* — 2(mm'+nn')» = m'^+n'^. 

Boor bierîn acbtervolgens x en an of y nul te stellen, beraerkt 
men terstond dat bet opperviak hetzelfde is aïs dat , hetwelk door 
eene cm de as dcr x wentelende byperbool Toortgebragt wordt, 
en waaryan bet middelpunt op die as llgt. 

Ter meerdere eenvoudigbeîd zoa men den korttten afstand tus- 
seben de gegevene Jijn en de as der z, tôt as der a; kannen aan- 
nemçn, waardoor deze lijn, die alsdau evenwijdig aan bet yz-vlak 
loopt, tôt Tergelijkingen bekorat 

a? = m', y = nXy 

en de vergelijking Tan bet opperviak overgaat in 

-pi_|.yî — nîjjî 1= m'* (a) 

Het middelpnnt der byperbool Mgt tbans in den oorsprong; en 
de lijnen m\ — , steilen de lengten der balve eerste en tweede 

n 

assen Toor. 

Neemt men TOor de Tergelijkingen der rigtlijn 

a; = m', y = — n«, 

dan brengt zulks geene veranderîng te weeg in de Tergelîjking(a), 
ten blijke dat dezelfde byperboloïde ook door twee Terscbillende 
régie lijnen , Tvelker bellingen op bet ^-Tlak elkanders supple- 
menten zijn, kan Toortgebragt worden, en biernit mag men Terder 
besluiten, dat men doot elk pant van bet opperTiak eener om- 
v?enteling8-byperboloïde twee régie lijnen kan trekken , die gebeel 
op dat Tlak gelegen zijn. 

De zoogenaamde ringvormige oppervlakken bebooren insgelijks 
tôt de orawentelings-oppervlakken, en bare Tergelijkingen zallen 
diensTolgens ook aan eene der differentiaal- Tergelijkingen (7) en (8) 
moeten Toldoen. 
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Over de scheve en de ontwikkelbare oppervlakhen. 



§ 189. Aile opperTlakken Toortgebragt door eene r^te lîjn, 
bewegende langs andere vaste rigtiijnen, hetzij régie of kromme, 
zijn bekend onder de algemeene benaniing Tan regelregte opper- 
vlakken {surfaces réglées), uithoofde zij door platte Tlakken, ia be- 
paalde rigtingen steeds yolgens règle lijnen kannen doorsneden 
worden. Hierto<^behooreii insgelijks de reeds hiervoren behandelde 
cilinder- en kegel vlakken , de hyperboloïde met een blad , de 
paraboliscbe hyperboloïde , het scbroefvlak enz. 

Die oppervlakken worden echter gewoonlijk in twee hoofdsoorten 
verdeeld , te weten : in scheve {surfaces gauches) en in ontwihkel' 
hare oppervlakken {surfaces dévehppahles). De eerste soort bestaat 
uit de zoodanîge , waarbij twee nabarige of opvolgende standen 
der beschrijvende lijn niet in hetzelfde rlak lîggen , en dns elkan- 
der kraissen, zoo als bijv. in de beide hiervoren opgenoemde 
hyperboloïden plaats vindt. Tôt de tvreede soort behooreu daaren- 
tegen de zoodanîge oppervlakken, alwaar de rigtingen van twee 
opvolgende beschrijvende lijnen zich snljden of aan ' elkander 
«venwijdig loopen, en dus in hetzelfde vlak gelegen zijn, zoo als 
•onder anderen met de kegel- en cilinder vlakken het geval is. De 
oppervlakken van deze soort bezitten de eîgenschap^ dat hunne 
«lementen begrepen tosschen twee opvolgende standen der beschrij- 
vende l^n, lot een plat vlak naast elkander kannen uitgespreid 
worden, zonder plooi of scheuring, waaruit dan ook de benaniing 
van ontwikkelbaar oppervlak is ontstaan. 

§ 190. Beschoawen wij in de eerste plaats de scheve opper- 
vlakken. Deze worden wederom in twee biizondere klassen onder- 
«cheiden. De beschrijvende lijn kan namelijk gedurende hare beweging 
op twee of op drie lijnen, het zij regte of kronirae, rusten. In het 
«eerste geval laat zich die beweging tevens aan de voorwaarde ver* 
binden, dat de lijn steeds evenwijdig aan een bepaald vlak blijve, 
-waardoor hare beweging volkoraen bepaald is. Neemt men eene 
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regte lijn toi eene der twee rigtiijnen aan, dan verkrîjgen de 
hierdoor Toortgebragte scheve Tlakken meer bepaaidelijk den naam 
yan eùncUden, Om de vergelijking dezer conoïdîsche oppervlakken 
zoo eenvoadîg mogelijk te maken, kan men het rigtvlak, waaraan 
de beschrij vende lijn evenwijdig blijft, tôt dat der xy^ en daarbij 
het snijpunt Tan eene der rigtiijnen met het gezegde vlak, tôt 
oorsprong der coôrdinaten aannemen. 

Laten bijv. de kromme AB en de regte lijn 00' {fig. 59) debeide 
rigtiijnen Toorstellen, en de conoïde Toortgebragt worden door 
de beweging eener onbepaaide lijn MNf glijdende langs de ge- 
noemde rigtiijnen evenwijdig aan het â;y-Tlak. Is nu Mm een 
élément der kromme AB, en brengt men door het pnnt m een 
Ylak erenwijdig aan het rîgtvlak, dan snijdt het de conoïde 
vo1gen8 eene regte lijn mn, welke met MN niet in hetzelfde ylak 
ligt, uithoofde de raaklijn MT, die de rigting van het élément 
Mm aanduidt, ondersteld wordt de lijn 00' te kruissen. Slechts 
Toor enkele bijzondere punten der kromme AB, zoade eene snijding 
der raaklijn met de lijn 00' kunnen plaats vinden. 

Stellen wy thans TOor de vergelijkingen der kromlijnige rigtv 
lijn ÀB, 

a? = sp(2), y = <^(f), 

en voor dîe der lijn OO', 

X -=. az , y •=, hz, 

. De beschriJTende lijn MN zal, volgens de aangenomen oi^r* 
stelling, tôt Tergelijkingen hebben 

waarin a, /9, y met elken stand dezer lijn Teranderlijk zijn. Op dat 
deze de lijn 00' snîjde, moet er tnsschen de vijf grootheden Uy 5, 
a, i?> ^9 de navolgende betrekking plaats vindén 

aay^p = ^r» of ^9 = (6 — aa)y, 

waardoor de Tergelijkingen der beschrij vende lijn overgaan in 

y — br=Laix — aY)j « = r. 

De coôrdinaten der kromme AB moeten na tevens aan dcze beide 
laatste vergelijkingen voldoen. Hierdoor bekomt men 

^M — ^r = ^{9 (r) — or), 

L ' 22 
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"waaruit Tcrvolgeos eene bepaalde betreicking tasschen de verander- 
]()ken a en ^y van den yorin 

r = /!«). 

afgeleid wordt, zoo dat de Tergelijking der conoîden kan Toorge- 
steld worden onder den algemeenen Torm 



- = r(!=?!) • . 



zOnde de f anctie f eeniglijk afhankelijk Tan den aard der kromme AB. 

De partiëledifferentiaal-vergelijking dezer opperviakken laat zîch 
gemakkelijk aidas vinden. 

Dewijl de lijn NM geheel in het rakend Tlak van het pont M 
ligt, moet de vergelijking van dat vlak 

ook gelden voor aile vtraarden van z' :rz s; zîj gaat alsdan over in 

p{x' — j;) + q[y' ~y) = 0. 

Wijders, daar de rigtlijn 00' tevens het rakend vlak snijdt, behooren 
de coordinaten x\ y\ i' van dat snijpunt zoo wel aan de voor- 
gaande aïs aan de vergelijkingen 

te voldoen. Diensvolgens bekomt men voor de begeerde differentiaai- 

vergelijking 

p(x — az) + q{y — hi) = (S, (2) 

welke ook regtstreeks uît de vergel. (1) had kunnen afgeleid worden. 
Immers , door deze laatste onder den vorni 

y — hz =1 (x — ai) ?>{«), 

te scbrijven, en achtervolgens ten opzigte van ^r en i^ te differen- 
tiëren, komt er, 

— 6p = p(a? — az) ?>,(«) + (1 — ap) q>{z), 

1 — 6g z= q[x — a£) ç>i(«) — aq ç(z)^ 

De eerste met q en de tweede met p vermenigvnldigende , en de 
prodncten vervolgeas van elkander aftrekk^de, vindt men de be- 

trekking 

p + q9[z) = 0, 

y — Iz 
v^relke, na substitatie van voor ç>{z)f wederom de vergel. (2) 

oplevert. 



I 
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S 191. In het bijzonder geval, waarin de rigtlijn 00*^ met de as 
der z overeenstemt, en das loodregt op het rigtirlak staat, wordt 
het oppervlak eene règle couoïde genaamd. De coëfficiênten a en & 
worden hierbij nal, en de vergelijkingen (1) (2) herleiden zich aïs 
dan tôt 

en pa + qy z=z (3) 

Tôt deze soort conoïden behoort onder anderen het oppervlak 
bekend onder den naam van kegêlvormige wig van Wallis. De 
kromlijnige rigtlijn is hier een cirkel«omtreky waarvan het ylak 
evenwijdig aan het ys-vlak^ en ^elks niiddelpiint op de as 
der a; gelegen is. Stellen wij echter eene ellips in de plaats des 
cirkels^ en nemen wij hierbij hare assen evenwijdig aan die der 
2^ en JT gerigt, dankan nien tôt de vergelijking dezer conoïde aidas 
geraken. Laten de Tergelijkingen der ellips zîjn, 

y* a* 

' fci ^ c^ 

en die der beschrlj rende lijn , 

y =z as, « = r» 

dan vindt men, na het rerdrijven van a?, y, z, voor de betrekking 
tusschen a en y. 



en dus voor de vergelyking van het bedoelde oppervlak 



Men tal hieruit terstond opraaken, dat aile doorsneden van dat 
oppervlak met vlakken loodregt op de as der a;, en das tôt verge- 
lijking hebbende w =: m, wederom ellipsen zijn, begrepen in de 
algenieene vergelijking 

a*i/* a* , 
— ^ -4- -— = 1, 

en die allen dezelfde vertikale as 2chebben. Eene dezer doorsneden ' 

CIC 

î^al in een' cirkel overgaan, indien m = ± y genomen wordt. 

Het is tevens blijkbaar, datelke horizontale doorsnede een stelsel 
vah twee regte lijnen oplevert , die zieh in de as der z snijden ,. en 
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met het vlak der xz gelijke hoeken vonnen. Bij de k^elronnîge 
wig Tan Walu9, 5 = e tijode, zoo vindt men voor de Tergelîjking 
yan dat oppervlak 

û*y* 4-0?*** = 6*4?*, 



of y* = — (6*— t»). 



s 192. Het horizontale schroefvlak kan mede onder de regte co- 
noîden gerangschikt wordeu. De rigtUjnen zîjn hier de Tertikale as 
des cilinders, en de schroeflîjn op dat oppervlak beschreven. Hen 
stelle Toor de yergelijkingen der schroeflijn , 

a?«+ y» = r% « =ô- B^S'-f 

Zit X 

27tz . 2icz 

of j? = r co«. ~— - , y z= r nu. •—- , 

h h 

zgnde hier r de straal des cilinders en h de hoogte van den schroef- 

gang- 
Deze yergel^kingen combinerende met die der beschrijyende lijn 

y z=z ax, * = r, 

Tindt inen terstond, 

27cr 
a = tg. — . 

2itz 
Dus y = xtg. — — 

n 

welke met eene der vergelijkingen van de schroeflijn geheel o^er- 
eenkomt. 

Bijaldien gevraagd wordt naar de vergelijking eener conoïde, welke 
om een gegeven oppervlak U = omschreven zîj, zal het er 
wederom slechts op aankoraen de aanrakings-kromrae der beide 
oppervlakken te bepalen. Yoor aile punten dezer kromme zal na 
terens de differentiaal-betrekkiag 

p {x — az) + q {y — bz) = 0, 

moetcn gelden. Derhalve zal deze kromme gegeven zîjn door het 
stelsel Tergelijkingen I 

l/ = 0, (x-az)^^ + {y-hz)^ = 0. 



M 
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Nemen wij bijv* Toor het g^egeven oppervlak, de ellipsoïde 

A{j!—a)^ + By^+Cs^ — 1, 

en laat de conoïde eene regte zijn ; dan zal de aanrakings-kromme , 
om dat hier a = en 5 = is, te bepalen zijn ait de vergelijking 

Âx(x — a)+5y* := 0, 

in verband met de voorgaande, waarait tevens de naTolgende voort- 

▼loeit 

Cz^ — Aax + Aa}—1 = 0. 

De gezochte kromrae heeft dus tôt projectiën op de xy^ en az 
vlakken eene^ellips en eene parabool. Menzai nu verdergemakke- 
lijk de vergelijking van het omschreven conoïdische vlak kunnen 
bepalen. 

S 193. 6aan wij thans tôt de beschouwing over van de scbeve 
oppervlakken , voortgebragt door eene regte Hjn bewegende langs 
twee kromlijnige rigtlijnen, en evenwijdig aan een gegevenvlak» 
dat wij wederom tôt bet ^y*vlak zuUen aannenien. 

Stellen wij voor de vergelijkingen der rigtlijnen 

X =: ç> (2), y = ^{z), X — F(z), y = f[z) , 

en voor die der bescbrijvende lijn 

In al de punten welke aan elke der beide rigtlignen en de be^ 
9chrijvende lijn gemeen zijn , zullcn de waarden van x^ y, % gelijk- 
tijdig aan vier der zes voorgaande vergelijkingen moeten voldoen. 

Door nu or, y, z te elimineren tusschen elk der beide eerste 
stelsels vergelijkingen, en die der bescbrijvende lijn, verkrijgt 
raen achtervolgens twee verschillende betrekkîngen tasschen de 
drie veranderlijke groothedten «', /?, y, waaruit twee andere ver- 
gelijkingen van den vorm 

knnnen afgeleid wordën , welke die der gemelde lijn doen overgaan in? 

y z=i x<lf{Y) + <P'ir)y « — y> 

en hieruit vervolgensa- verdrijvende,vindt men eindelijk voor deze- 
klasse van scheve opper vlakken , eene vergelijking, welke^ onder 
dezen algeroeenen vorm 

y = xiP{t) + iP'{z), . (4) 

kan voorgesteld worden, en waarin^, 4f' twee functiëo'beteekenen^ 
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die eeniglijk ran den aard der rigtiijnen afhankelijk zijn. Zoo lang 
echter deze laatste onbepaaid blijven, worden die functiën hier 
aïs geheel willekeurig aangenomen. 

S 194. Men vrage bîjy. naar de Tergelijking van het oppervlak, 
beschreven door eene horizontale lijn, bewegende langs eeoe ellips 
en een* cirkel beide in erenwijdige yertikale vlakken gelegen, en 
tôt Tergelijkingen bebbende, 

dF = m, y» + »* = c*. 

Hierbl) moeten nog geroegd worden die der beschrijvende lijn 

y = ax + ^, « = r. 

Om de vergelijking yan het begeerde oppervlak te Terkrîjgen, 
zal men de drie grootheden a, /?) y^ nit de zes voorgaande Terge- 
lijkingen hebben te verdrijven, waarbij men aidas te werk kan 
gaan, Door de beide laatsten met die der rigtlynen te combinèrent 
ontstaan er tnsschen a, ^, ;^ de navolgende betrekkîngen, 

waaruit terstond rolgt 

aa + p 1 /^•'* + ^\ 

~b~ — ^\ r~/' 

Deze waarde yan fi substitaëre men in de vergelîjkingen 



y z=L aj?-|-/9, am + P = Vc^ — y^ = yd^ — x*, 

dan komt er ♦ 

I (± ^ — c) ar -4- ca ip 6m I 

^' = -1 îïzr^ l. 

4-0 — c 
Derhalve, na élimina tie van a . 

c{fl — m)y z=z j(±6 — c) x + ca^bm}V{c^ -^z^). 
Yoor de gezochte vergelijking. 
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Het dabbele teeken duidt twee verschillende oppervlakken aan. 
Het bovenste of benedenste is toepasselijk naar dat de beschrij vende 
lijn de beide rigtlijnen in twee punten snijdt die aan dezelfde zijd« 
of aan verschillende zijden van het xz vlak liggen. 

Stelt men hierin y = 0, dan blijkt het dat het vlak der â;s door 
het scheve oppervlak gesneden wordt volgens twee horizontale lijnen 
op den afstand ± <^> ^^^ ^^^ oorsprong, en tevens volgens eene vertikale 
lijn op den afstand — van de as der «, zoo dat het opper- 

vlak ook voortgebragt kan worden door deze vertikale lijn en de 
ellips tôt rigtlijnen aan te neraen , en dus hetzelfde conoîdische 
vlak is, hetwelk reeds in § 191 behandeld is. De gezegde lijn stelt 
hier de vertikale as der conoïde voor. 

§ 195. Men kan voor de scheve oppervlakken , even als bij de 
conoîdische, eene partiëlê differentîaal-vergelijking bekomen, welke 
van den vorm der bedoelde fanctiën geheel onafhankelijk zij. 

Te dien einde zal men, nit hoofde van het aanwezig zijn der 
twee willekeurige fanctiën (p, fp\ minstens twee achtervolgende 
difierentiatiën der vergel.(4) ten opzigte van elke der onaf hankelijke 
veranderlijken x, y te verrîgten hebben. Men vindt diensvolgens 

1 = qx Çi{z) + q fP^[z) , 
waaroit door deeling terstond volgt , 

^=— ç>(z) of p+q^(z) = (i (5) 

Er blijft das nog overig de fanctie ^ te eliraineren. Stellende 
na ter bekorting, 

dp à^z dp dq _^ d^z 

dx dx^ * dy dx dxdy 

dq _dH _ 
dy ~ dy^ 
dan geeft de vcrgel. (5), beartelings ten opzigte van x en y ge- 

difierentiëerd , 

r + êç>(z)+pqçi{z) = 0, 

« + <?>(«) 4- gViW = 0, 

P 
waaruit, na substitutie van — ~ voor ç>(f), en deeling, volgt 

qr — ps p 

qs — pt q 
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Derhalve konit er 

qir — 2pqs+pU = 0, (6) 

Toor de algeraeene differentiaal-vergelijking der scheve oppervlak- 
ken met twee rîgtlijnen van willekearigen vorm. 

g 196. Toi de Yoorgaande Tergelijking kan men ook regtstreeks 
aidas geraken. 

Hen beschouwe naraelijk twee rakendê Tiakken gaande door 
twee oneindîg digt bij elkander gelegen panten eener beschrîj rende 
liJD , dan zullen die beide vlakken zich Tolgens die lijn moeten 
snijden. DifTerentiërende na de Tergelîjking van bet rakend vlak 

z'—z—p(w' — j;)-hq{y' — y) (7) 

ten opzigte van x, y, ^, en hierbîj acht gevende, dai pdx + qdy = dXy 
komt er 

{a;' — x)dp + {y' — y)dq = 0, 

en daar s' = « tevens aan de vergelijking (7) voldoet , heeft men 
daarenboven 

P(^'_^) + Ç(y'_y) = (8) 

waarnit voigt 

P dp rdûf •+- sdy 

q dq sdx "{- tdy ' 

De verg. (8) is die der horizontale projectie van de beschrij vende 
lijn, en doorhierin ar' = a? + dar, y' = y + dy te stellen, geeft zîj 

^ _ày p 

dq dx q* 

waardoor (9) verandert in 

p _ qr — p$ 
q q9—pi' 
of qh —2pqs + pU = 0, 

even als in $ 195 langs eenen anderen w^ gevonden is. 

Men zoude hierbij ook van de navolgende redeneerwijze liebben 
kunnen gebraik maken. 

De differentiaal-vergelijking 

dx = pdx + qdy ^ 

toegepast op de punten der beschrijvende lijn, voor welke z stand- 
vastig is, geeft 

=z pdx -f- qdy , 
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en aangezien voor elk dezer panten de verhoading j- terens stand- 

Tastig is, zal men door de vorige vergelijking , eeniglgk ten aan- 
zien Tan jp en g te differentîëren , terstond bekomen 

= dpdx + àqdy. 

£1inimeren<)e vervolgens dx en dy tnsschen deze en de voor* 
gaande vergelijking , zal men de vorige aitkorast op nieuw te voor- 
sehijn zîen treden, 

§197. De scheve oppervlakken, welke ons nog ter beschouwing 
overig blijven en tôt de tweede klasse behooren, zijn die, waarbij 
de beschrij vende lijn steeds op drie in stelling gegevene kromme 
lijnen rust Het valt in de eerste plaats niet nioeijelijk aan te too- 
nen, dat die lijn hierdoor in hare beweging volkomen bepaald is. 
Immers neemt nien op de eerste kromme een v^illekenrig punt tôt 
toppant van twee kegelvlakken aan, welke de beide andere krora- 
men tôt rigtlijnen bebben, dan znllen die beide kegelvlakken 
elkander volgens eene of meer regte lijnen snijden , die klaarblij- 
kelijk op de (irie krommen gelijktijdig zallen rasten, en zulks geldt 
eveneens ten aanzien van elk ander pont > op de eerste kromme 
gelegen. 

Laat nu de bescbrijvende lyn tôt vergelijkingen hebben 

x=:at^Y^ y =: px + â, 

dan zal men nit de combinatie dezer vergelijkingen met die der 
gegevene krommen, drie verschillende betrekkingen tusschen 
^f fit 7t ^ afleiden, welke tôt deze vormen kannen berleid worden 

eo hierdoor gaan de beide voorgaande vergelijkingen over in 

waarin nog slechts overig blijft de grootheid a te elimineren, het- 
geen hier niet mogelijk is, zoo lang de vorm der daarin voorkomende 
fanctiën onbekend blijft. Het is uit dien hoofde noodzakelijk dat 
stelsel van twee vergelijkingen te behoaden , om ook deze soort 
van scheve oppervlakken op eene algemeene wijze voor te stellen. 
Even als bij de vorige klassen van scheve oppervlakken, kan 
men ook hier^ langs twee verschillende wegen , tôt eene partiële 
differentiaal- vergelijking geraken. Daar zij erhter tôt de derde orde 
opklimt en eenen vrij zamengestelden vorm verkrijgt, zallen wij 
de mededceling daarvan achterwege laten. Men zal met weinig 
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iQoeite TindeQ, dat ùj onUtaat uit het elimineren van da eh dy 
tiuschen de differentîaal vergelijkingen 

dp dx '\'âq dy = , 
d^pdx -f- d^qdy = 0. 

S 198. On(u?tftM&ar« oppervfafcJkCTi. Zoo aïs reeds Troeger (g 189) 
vermeld is, heeft de beschrij vende bij deze soort opperTiakken 
eenîglijk aan de voorwaarde Toldaan, dat twee van hare opvol- 
gende standen steeds in hetzelfde vlak liggen. Yoor elk willekearig 
puni M tôt de eene rigtlijn behoorende , moet het overeenkomstige 
pant M' op de andere in dier Toege genomen worden, dat de raak- 
lijnen aan die twee punten zieh snijden, of aaneikander evenwijdig 
loopen, waardoor dan ook de stelling der besehrij vende lijn vol- 
komen bepaaid is. 

Daar nu de beschrij vende lijnen door hare onderlinge snîjding 
de keerlijn van het opperviak vormen , en aan deze steeds rakende 
zijn, kan elk ontwikkelbaar oppervJak ook beschouwd worden als 
de nieetknnstige plaats eener lijn , die in hare beweging aan eene 
gegevene lijn van dabbele kromming rakend blijve. Zijn na 

de vergelijkingen dezer kroninie lijn , dan zal de raakiijn in eenig 
punt alwaar z = a is, tôt vergelijkingen hebben 

x — F(a) = Ft(a)(z—a) 

(10) 

y- /•(«)= m{z-a) 

De meetkanstige plaats van al deze raaklijnen zal derhalvever- 
kregen worden door a ait de beide vergelijkingen te verdrijven , 
hetgeen evenwel niet doenlijk is , zoo lang de f unctiën F, f geenen 
bekenden vorm hebben. De algemeene vergelijking der ontwikkel- 
bare oppervlakken is derhalve in het voorgaande stelsel vergelij- 
kingen opgesloten , in eene van welke a als eene fanctie Tan se 
en y uit de andere af te leiden, mag besehonwd worden. 

S 199. Maken wij hiervan eene toepassing ophetbepalenyan het 
opperviak ontstaande uit de beweging eener lijn, die steeds raakiijn 
zij aan eene gegevene schroeflijn , en hetwelk bekend is onder de 
benamîng van ontwikkelbaar schroefvlak {Heliçdide dévehppabk). 

Stellen wij voor de vergelijkingen der gemelde kromme 



X 
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zijnde hierin r de straal des cilinders , waarop de schroeflijn be- 
schreven is , en A de hôogte yan den schroefgang. 

De vergelijkingen der veranderlijke raaklijn zijn thans 

. ,27Pa 2îrr /27ra. , 

y_r«tn.(-^) = + — - €08. (-T-) (2J— «)• 

Hieruit voigt terstond 

,2ff Œx / . 2 na\ . . 

Door de beide eerste vergelijkingen in het vierkant te brengen , 
en vervolgens bij elkander op te tellen, vindt nien, met inacht* 
neming der voorgaande betrekking, 

en wijders 

h h r 

zoodat (a) thans overgaat in 

27r« i/(^t^8_y2) |2îr» v'fajî-hy»— r) 



betwelk de vergelijking van het bedoelde schroefvlak Toorstelt. 

Men kan die yergelijking tevens onder eenen anderen Torra 
brengen , waardoor t regtstreeks in f anctie van s en y uitge- 
drukt Word t. 

Uit de vergelijkingen der raaklijn laat zich namelijk nog de 
volgende afleiden. 

yco8.[-^) — ^ a? 8%n. (-^) = y{xi+yi—r^) , 

welke, door (a) gedeeld, geeft 

en waarait verder voIgt ♦ 



I 
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en hieria voor a zîjne waarde in ap^ y, s schrij vende, komt er 

27crz , . s « ^ — ri/(4r* + v* — r*) 
__ ±y{x*-y*-T) = rBtg.^ ^> _y 

Door in 0?] s = te stellen, vindt men voor de doorsnede vait 
het schroefvlak met het jry-vlak, eene kromme tôt vergelijking 
hebbende 

en welke de ontwindende van den cirkel aantoont. 

S 200. Uît het stelsel yerg^elijkingen (10) laat zich de partiële 
differentiaal-vergelîjking afleiden die voor aile ontwikkelbare opper- 
vlakken, onafhankelijk van den aard der rigtiijnen, of van den 
vorm dep willekearige fanctiën f, F, geldig is. Te dîen einde 
beschoawe men a als eene fanetie van â? en y , dan geeft de eerste 
der aangehaalde vergelijkingen , na differentiatie ten opzigte vaa 
X en y afzonderlijk, 

of wel 

l-pF,(a) = (,-a)r,(«)^, 

Op gelijke wijze geeft de andere vergelijking , 

da 

—P fiW = U — a) A(«) ^ » 

da 
1— jA(a) = {« — a)A(a) — , 

waaruit men verder door deeling terstond vindt» 



pFi{a) — l _f>) 
pfÀ") ~ AW 

g A(«) — ^ _ AW 
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welke beide Tergelijkingen vatbaar zijn ook onder dezen voriii 
Toorgesteld te worden 

zoodat p en 9 elk in het bijzonder aïs eene functie van a te be- 
flchoawen zijn, waariiit Terder voigt 

P = X{q)y 
en deze is nu de partiële differentîaal-vergelijking der eerste orde 
Toor aile soort van ontwikkelbare opperviakken. Om echter hier- 
nit tevens de ivillekearige functie F te Terdrijven, zalmen die 
vergelijking op nieuw ten opzigte van x en y behooren te diffe- 
rcntiëren, aïs wanneer raen verkrijgt 

Derhalve «« — r< = (11) 

voor de begeerde vergelijking. 

Yrîj spoediger kan roen echter tôt diezelfde differentiaal-be trek- 
king geraken , met behulp der bijzondere elgenschap welke het 
rakend vlak aan eenig pant bezit, van namelijk dezelfde stelling 
te behonden voor aile overige punten op dezelfde beschrijvende 
lijn gelegen. In de vergelijking van het rakend vlak 

%' — X = p[x' — x) + q(y' — y), 

nioeten das de codrdinaten x^ y, i, zoodanige oneindig kleine 
veranderingen kannen ondergaan, dat p, ç, x — px — qy hierdoor 
onveranderd blijven, en aangezien ds = pdx + qdy is, zal het 
voldoende zijn dat dp = en d^ = worde. Voor elke beschrij- 
vende lijn zal derhalve de verhoading -7-, welke de rigting van hare 

horizontale projectie aandaidt, gelijktijdig behooren te voldoen 
aan de vergelijkingen 

dx dy dx dy 

dat is 

rdx + sdy = 0, sdx + tdy = , 

dy 
waaruit, na eliminatie van t', onmiddelijk voortvioeit 

s^ — rt = 0. 
De cilinder- en kegelvlakken insgelîjks tôt de ontwikkelbare 
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opperTiakken behoorende, zoo raoetcn hare differentiaal-vergelij- 
king^en mede aan de hiervoren gevondene voldoen. 
Yoor de cilindervlakken is Yolgens % 182, 

ap + hq = 1. 

Deze vergelijking achtervolgens ten opzîgte van x &0i y différent 
tiërende» komt er 

ar-^-ba = 0, a« + &l = 0, 

dus $* — rt = 0. 

Yoor de kegelvlakken heeft men {% 185) 

z—c =z p{x — a) + qi:y — b), 
en na twee differentiatiën, komt er 

r(x—a) + s{y — h) = 0, 

s(x — a) + Hy — h) = 0, 

waarnit wederom voigt 

«« — r< = 0. 

In de volgende les znllen wij gelegenheid hebben de ontwikkel^ 
Lare opper?lakken nog uit een ander oogpunt te leeren be< 
schonwen. 
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Over de omhullende of omsluitende oppervlakken. 

S 201. De leer der orahallende oppervlakken berust op hetzelfde 
begrip als die der omhallende krommen, welke wij reeis in de 
XVIV Les behandeld hebben. Zij namelîjk 

V = f[x,y,z,a) = (1) 

de vergelijking van eenig gebogen opperviak , waarin a eene wîlle- 
kearige standvastige voorstelt. Laat men deze naar eene bepaaide 
wet veranderen, dan zal ook bîerdoor het opperviak zelve van 
stand en soms van afmetingen veranderen, doch steeds tôt dezelfde 
soort behooren. Al deze oppervlakken zullen elkander in hare 
opvolgende toestanden volgens zekere kronimen doorsnijden, en de 
meetkunstige plaats dezer krommen zal een nieuw opperviak op- 
leveren binnen hetwelk al de veranderende oppervlakken zullen 
besloten blijven, en dat nit dien hoofde den naam van omhuUend 
of omsluitend opperviak draagt. 

Door a met oneindig kleine verschillen te doen aangroeijen , en 
de vergel. (1) alzoo ten« opzigte van a te difierentiëren, verkrijgt 
nien eene nieawe betrekking tasscben Xy y, «, a, van den vorm 

dU 

d^ = « (2> 

en waaraity in verband met de oorspronkelijke vergel. (1), voorelke 
bepaaide waarde van a, de projectiën der doorsnijdings-kromme 
op twee coôrdinaten-vlakken knnnen afgeleid worden. 

Elimineert men nu a tosschen (1) en (2) , dan zal de daaruit 
voortvloeijende betrekking tasschen x^ y^ z voor al deze kroramen 
gelden, en alzoo de vergelijking van bet omsiaitende opperviak 
Toorstellen , welk laatste teveiis de eigenschap bezit van al de 
oppervlakken die in de vergel. (1) bevat zijn, volgens de doorsnij- 
dings-krommen te raken. Iramers, beschonwen wij drie dezer op- 
volgende oppervlakken i4|, A^ À\ vi^elke met a — da, a en a + da 
overeensteramen , dan zal À door hare naburige oppervlakken A^y 
A' volgens twee oneindig digt bij elkander gelegen krommen door* 
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sneden wordcn, die beide op hct oinhnllende oppervlak gclegen 
zijn, zoo dat dit laatste met het oppervlak A gemeen zal hebben 
de oneîndig smalle strook tasschen die beide kromme lijnen begre- 
pea» waaraît das onmiddelijk tôt de raking vair beide opperviakken 
mag besloten worden. 

S 202. Om de voorgaande théorie op een zeer eenvoudig voor- 
beeld van toepassing te inaken, neroen wij hiertoe de rergelijking 

Toorstellende al de bollen van gelijken straal , welker middelpanten 
op de as der s gelegen zijn. 
De vergel. (2) wordt thans 

X — a z= of a =z X f 

« 

en dus die van het gezochte oppervlak 

ten blijke dat al de elkander opvolgende bollen, zoo als ligt in te 
zien was, omsloten worden door een cilindervlak , velks as met 
die der a overeenstemt en met elk der bollen gelijken straal heeft. 
Indien de verplaatsing der raiddelpunten tevens met eene veran- 
dcring van de grootte der stralen gepaard gaat, afhankelijk van 
die welke de afstand a ondergaat, zoo dat bijv. de waarde van r 
overeenkomt met de ordinaat behoorende tôt de abscis a in eene 
ellips, gelegen in het j^x-vlak en tôt vergelijking hebbende 

dan zullen de veranderlîjke bollen allen begrepen zijn in de ver- 
gelijking 

(a? — a)»-f-y»+«« = ~(a« — a») (3) 

a* 

Deze ten aanzien van den veranderlijken parameter a gedifferen- 
iieerd) geeft 

*— « = 5«» w 

waaruit men voor de doorsnijdings-krorome van twee opvolgende 
bollen, het middelpunt op den afstand a ait den oorsprong ver- 
%vijderd zijnde» vindt 
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hetwelk de Tergelijking is van een' kleinen cirkel des bols gele- 
gen in een vlak loodregt op de as der x. Voor aile waarden van 
« y jz , ^ bestaat er geene snijding meer, xoo dat het omhul- 
lende oppervlak binnen bepaalde grenzen besloten is. Door het 
elimineren y soi a tosschen (3) en (4), yindt men dan ook voor de 
Tergelijking van dat oppervlak , 

a?* y* 4- «* 



aantoonende eene ellipsoïde, welke om de as der x wenteit, en 
tôt halve assen hebbende V(a* +/Î*) en /9, 

S 203. Ilet zoo even behandelde probleraa behoort tôt het nieer 
algemeene geval , waarin de vergelijking J7 = twee veranderlijke 
doch van elkander afhankelijke parameters in zich bevat, zoo dat 
een hnnner àls functie van den anderen te besehouwen is, en dos 
naar eene bepaalde wet vcrandert. De vergelijking van het gegeven 
oppervlak laat zich alsdan onder dezen vorm schrijven, 

U = F(x,y,z,a,9{a)) = (5) 

en voor.hare afgeleide ten opzigte van a, heeft men 

dU dU ^ ^ 

- + -,.(«) =0 (6) 

welk stelsel vergelijkingen nu nioet dîenen , om voor elke wille- 
kearige waarde van a , de projectiën te bepalen der doorsnijdings- 
kromme, volgens welke de raking van het omslnitende oppervlak 
met de verschillende in de vergelijking U = begrepen opper- 
vlakken, plaats heeft. Voor elke verandering in den vorm der 
functie ç>f zal de vergelijking in x\y^z^ ontstaande uit het ver- 
drijven van a, ook van gedaante veranderen, en das omslnitende 
oppervlakken van venchilUnde ioarten doen kennen. De omgesloten 
oppervlakken blijven echter tôt detélfde soùrt behooren^ zoo lang de 
functie F niet verandert, en daar zulks met de doorsnijdings- 
krommc als dan evenzeer het geval raoet zijn , volgt hieruit » dat 
deze kromme den aard of het bijzondere karakter van het omsiui* 
tende oppervlak, onafhankelijk van den vorm der functie ç?, be- 
paàlt. Op dien grond heeft zîj , volgens den beroemden Hougb , de 
benaming van karakterUtieh van het omhollende oppervlak verkregen. 
Een enkel voorbceld zal de juîstheid van die benaming nader 
ktinnen toelichten. 

L 23 
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Hea onderstelle eene reeks boUen van gelijken straal r» inrelker 
middelpanten allen gelegen zijn in het ay-rlàkf en wel ap den 
omtre.k eener krorome y = ^^(j;). De Tergelijkingen 

(a? — a)«+(y — ?>((39)»+«» = r», (7) 

a? — a +(y — ?>(a))?'i(a) =0, (8) 

zallen in dît geval de projectiën der karakteristiek doen kennen. 
De vergel. (8) is die van een vlak , gaande door het naiddelpiuit 
van een der bollen^en nomiaal op de kromme y = ç>(s). Hierait 
blijkt aizoo, dat de karakteristiek steeds een groote cirkel des 
bols zal zîjn , welke ook de aard der kromme zij , waarop bet mid- 
delpanC des bols zich beweegt. Het omslaitendc oppervlak kan der- 
balve beschoawd worden als voortgebragt door een' cirkel van 
stand vastigen straal» welks middelpant den omtrek eener gegevene 
kromme doorloopt, en waarvan het vlak steeds normaal c^ die 
kromme gerîgt is. Deze soort van opperviakken dragen de benaming 
van eirkelvormige hanaîm met kromlijnige assen. 

Neemt men voor deze as een' cirkel van den straal a, dan wordt 

De vergelijkingen (7) en (8} gaan thans over in 

(a?_a)» + (y — l/{a>— a')> + «« = r*, 
ay — xV(a* — tt*) = 0, 



a 



ay 



of o = -, V(a* — a') = — , 

waaruit vervolgens voor de vergelijking van het ombaUesde vlak 
gemakkelyk gevonden wordt 

V/(r« — zs) = |/(-r»4-y«) — a. 

S 204. Keeren wij tôt het algemeene geval tcrug, waarin elke karak- 
teristieke kromme bepaald wordt met behulp der vergelijkingen 

17=0, /=0, 

en beschouwen wij twee dezer opvolgende krommen, overeenko- 
raende met de parameters aena+da, dan znllen zij zich beide 
in het algemeen, op het omsluitende oppervlak in een of meer 
panten snijden. De meetkonstige plaats dezer snijpanten vormt op 
dat oppervlak eene uieawe kromme, welke zijne keerlijn genaamd 



1 
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wordt , en het is gemakkelfjk in te zien , dat deze bepaald lal worden, 
door het elimineren van den parameter a uit de drie vergeligkingen 

"=»• ï=«- ^='>- 

Hen verkrijgt aïs dan twee Tergelijkingen tosschen twee der ver- 
anderlljken Xy y, i^, welke de projectiën der keerlijn op twee 
coordinaten-vlakken snllen aandaiden. Blijkbaar zal die kromrae 
door al de karakteristieken geraakt worden, even aïs het omhul- 
lende oppervlak door al de omgesloten opperviakken. 

In hctvoorgaandevoorbeeld zoa men hebben 

welke Tergelgking, gecombineerd met 

— = ay — a? »/(«* — o*) = 0, 
da 

gecft a? = 0, y = 0, 

en dos i = ± V{r* — «*) , 

waarait blijkt, dat zoolang r < a genoraen wordt, het onihallende 
oppervlak geene keerlijn bezit, en dat voor r y a^ die lijn zich 
herleidt tôt twee pnnten, gelegen in de as der « , op de afstanden 
±l/(r^ — a>) uit den oorsprong, hetgeen uit den aard van het 
oppervlak gemakkelijk af te leiden is, dewijl al de normale cirke1« 
orotrekken zich als dan in die beide punten moeten snijden. 

Daar waar al de karakterîstieke kroramen in evenwijdige vlak- 
ken gelegen zijn , zoo als in het geval dat de fanctie ^ eene 
regte lijn aanduidt, plaats vindt, kan er evenmin op het omhul- 
lende oppervlak eene keerlijn ontstaan. 

§ 205. Yerbeelden vdj ons thans een plat vlak, tôt vergelijking 

hebbende 

s = ax+by + Cf 

hetwelk , naar eene bepaalde wet , in de raimtc wordt bewogen , 
en beschonwen wij daarbij de grootheden 5, c, aïs bepaalde func- 
tiën van den veranderlijken parameter a. 

De verscbillende regte lijnen, volgens welke de opvolgende vlak- 
ken zich snijden , zijn hier de karakteristieken, die tevens raakiij- 
nen aan het orahullende oppervlak worden, en aangezien twee 
dezer opvolgende lîjnen steeds in hetzelfde vlak liggen , blijkt 
hieruit terstond, dat het omhnllende oppervlak tôt deontwikkel- 
bare zal behooren. 
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Elk ontwikkelbaar oppervlak kan derhalve beschouwd wordea 
aïs bel orasiaitende oppervlak yan een plat vlak , dat zich Yolgens 
eene bepaaide wet beweegt, en zijne vergelijking zal Ycrkr^en 
worden door het elimineren van a oit de beide vergelîjkingen 

t = ax+y^(a) + ^{a), (9) 

= jr -h y sp,(a) + ^i(a), .*.... (10) 

terwijl ter bepaling der keerlijn daarenboTen gevorderd wordt de 

vergelijkÎDg 

= ys.,(a)+^,W (11) 

Uit dat stelsel vergelijkingen laten zich na, voor elke bijzondere 
waarde Yan a, de coordinaten xr, y, z van het overeenkomstige 
pnnt der keerlijn bepalen. 

De vergel. (10) is die van een vlak, loodregt op dat der xy^ en 
gaande door eene der karakteristieken. Uit de combinatie met hare 
afgeleide(ll), verkrijgtmen de vergelijking van een ander ontvnk- 
kelbaar oppervlak van cilindrischen vorm, en waarop tevens de 
keerlijn gelegen is. Deze laatste ontstaat dos ook ait de snijding 
yan beide ontwikkelbare oppervlakken. 

Zoo lang de vorm der willekenrige functie ^ onbepaald blijft, 
kan nît het stelsel (9) (10) geene vergelijking, die van a be- 
yrijd zij, afgeleid worden. Men zal dat stelsel echter altijd 
knnnen gebrniken, om de ontwikkelbare oppervlakken op eene 
algemeene wijze voor te stellen, roits den parameter a in (9) be- 
schoawende aU eene functie van d? en y door (10) gegeven; en 
hîerait raoet tevens de reeds in de voorgaande les gevond^ie diffe- 
rentiaal-vergelijking der geraelde oppervlakken op nienv kannen 
opgemaakt worden. Uit (9) volgt naraelijk 

dcL da da 

da da . da 

welke vergelijkingen echter, op grond der betrekking (10), zich 

herleiden tôt 

p = a, q =z ^(a), 

das q = 9(p)t 

waarnit vervolgens de bedoelde differentiaal vergelijking , even aïs 

in S 200, wordt afgeleid. 
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S 206. Laat men het ylak in dier voege bewegen, dathet steeds 
rakend zij aan eea vertikaal cilindervlak, welks rigtlijn in het 
horizontale vlak ligt, dan zal raen zich, op gelijke wijze als in 
S 133, kunnen verzekeren, dat het omslnitende vlak het cilinder- 
vlak zelve is, en elke der karakteristieken met eene beschriJTende 
lijn overeenstemt. Uit hoofde van den evenwijdigen stand dezer 
lijnen, bestaat er voor dat oppervlak geene keerlijn. 

Onderstellen wij nog , dat het vlak in zijne beweging normaal 
blijve op eene lijn vàn dubbele kromming, gegeven door hare ivree 
Tergelijkingen 

Zijn na a, 5,(; de coordinaten van het pnnt dezer krorame» waar- 
door het bewegende vlak gebragt is, dan heeft raen voor zijne 
vergelijking (§ 165) , 

dh da 

z—c+(y — h)j'^-i-.{x — a)j'^z=iO, . . . .(12); 

zijndo hierin a = ç>{c) en 5 = î^(c), en dos c de veranderlîjke 
parameter. 

De voorgaande vergelijking ten opzîgte van e differentiërende ,, 
komt er 

,.x^* . / .^^'« ,daM-dft*-Mc* 

Het verdrijven van a, 5, c ait (12) en (13) moet blijkbaar de* 
zelfde bètrekking tnsschen s, y, z opleveren, welke raen, raetr 
behalp der vergelijkingen (a) en (jS) van S 170, voor de. vergelij- 
king van het polaire vlak verkrîjgt, zoo dat dit laatste niets anders 
is dan het omslnitende oppervlak van de opvolgende normale vlak- 
ken eener kromme, en hierbij zal elke karakteristiek met eene- 
poollijn overeenkoraen. 

De vergel. (13) is die der horizontale projectîe van eene dezer 
lijnen. Brengt raen door het punt (a, 5, c) der kromme eene daar- 
aan evenwijdige lijn, dan heeft hare horizontale projectie toti 
vergelijking 

^^é^b , ,d^a 
(y_6)_ + (.^a)- = 0, 

of (y — 6) d»& + (a? — a) d»a = 0,. 
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en dese met (12) combinerende, vindt men voor de projectie der 
bedoelde lijn op het orc-Tlak, 

{s — c)dcd*h + [x — a){datPb — dbd^a) = 0. 

Nu is, volgens S 166, de vergelijking van het krommings-Tlak 
behoorende tôt het pont Oj b, e, met in achtnemingy dat de hier 
standvastig is aangenomen, 

dedH{x—a)—dcd^aiy — b) — {dad*b—dbd^a){i—e) = O. 

Elke poollijn staat aizoo loodregt op het krommings-vlak en das 
ook loodregt op den kromtestraal van het gemelde pont, ^zoo aïs 
zniks reeds in S 170 is opgemerkt geworden. 
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Over de kromming der gebogene oppervlakken. 



S 207. Bij de verschillende lijnen van enkele of dubbele krom- 
ming^ laat zich de kromte, welke zy in elk van hare pnnten 
vertoonen, Tergelijken bij die eenscirkelsyhebbendemetdekromme 
eene raking Tan de tweede orde. Voor de gebogene oppervlakken 
echter kan de kromming in elk gegeven punt niet bij die eens 
rakenden bols vergeleken worden, en wel nithoofde dat opper- 
ylak overal eene gelijke kromming bezit, terwijl bij een wille- 
keurig gebogen vlak, elke doorsnede, door eenig punt gebragt, eene 
Terschillende kromming in dat punt oplevert. £r bestaan ecbter 
tusschen de kromte-stralen der normale doorsneden van hetzelfde 
punt eenvoudige en opmerkelijke betrekkingen , welke wij thans 
zullen doen kennen. 

Zij de kromme AMB {fig. 60) eene normale doorsnede door het 
punt M£ van eenig gebogen oppervlak gebragt , en MN de tôt dat 
punt beboorende normaal. Onderstellen wij nu tweé normaal-vlàk- 
ken, gaandc door de twee oneindig digt bij elkander gelegen 
punten M, M' dezer kromme , en zicb snijdende volgens de pool- 
lijn 00\ dan is bet klaar , dat bet pont , waarin deze lijn bet 
vlak AMB en dus ook de normaal MN snijdt , het middelpunt 
des kromte-cirkels , en MCh den kromte-straal van het punt M der 
doorsnede ÂMB zal voorstellen. 

Het normaal-vlak, gaande door het punt Jf, welks coôrdinaten 
X, y, z zijn, heeft tôt Tergelijking (§165) 

{x'—s)dx + (if'~y)ây-h(z'—z)dzr=0 . . . (I) 

Door hierin œ, y^z met hunne difierentialen te doen aangroeijen^ 
yerkrijgt men de vergelijking van het naburige normaal-vlak. De 
doorsnede 00' dezer beide vlakken wordt derhalve bepaald door- 
het combineren van de voorgaande vergelijking met die, welke-^ 
uit hare differentiatie ten aanzien van s^y^z voortvloeit^ teweten: 

(:ff'—x)d^x + {y'—y)d^y + {z'—z)d*z — ds^ . . . (2J 
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Voegt men hierbij de yergelljkingen der normaal MNy namelijk 

or'— ar+p(z'— z) = 0, y'—y + q[z'—z) = . .(3) 

^elke tevens die van het normaal vlak kunnen vervangen, oithoofde 
de coôrdinaten s ^ y^ z aan elkander verbonden zijn door de ôiSe- 
rentiaal vergelijking des opperviaks 

dz = pdx + qdy , 

dan zullen de waarden van x'\ y\ %' uit (2) en (3) afgeleidy de 
coôrdinaten van het middelpunt des kromte-eirkels doen kennen 
terwijl de kromte-straal MO = p vervolgens berekend kan wor- 
den uit de formule 

Na geven de vergelijkingen (2), (3) terstond 

d>x — pd^x — qd^y^ 

y y d^z—pd^x — qd^y 

d^z — pd^x — qd^y' 
Derhalvc 

_ \/(l'hp^ + q^)ds* 

^ ~ d^z—pd^x — qd^y ^^ 

Maar men heeft, door het differentiëren der betrekking 

dz z=z pdx -i- qdy , 
hierbij dx en dy insgelijks aïs veranderlijk besehoawende ^ 

d^z =1 pd^x -{-qd^y-i-dpdx -^dqdy. 
Dus 

d*« — pd*x — qd^y = dpdx + dqdy^ 

of oradat dp = rdx + sdy^ 

en dq =i sdx-i- îdy ^ 

zal raen, na den boog s, ter voorkoming van verwarring met het 
dilferentiaal-quotient Sj door s* vervangen te hebben, voor den 
kromte-straal p thans de navolgende uitdrukking Terkrijgen 

rdx^ -+-2sdxdy'^tdy^ 
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Tasschen de diiferentialen dx^ dy , d^' bestaat daarenboven de 
be trekking 

d«'î = cfcr«+dy»H-dz* = dx^ + dy^ + (pdx + qdy)^, 

of d«'« = (1 +p«) dx^ + (1 + 9*) rfy* + 2pqdxdy ... (6) 

dy 
Stellcnde na ^ = m, dan laat zich de waarde van p ook onder 

dezen Torm schriJTen 

_ i/(l+p»+g>){(1+p«) + 2pgm + mMl4-g'){ ^ 

waarin m, voor clke normale doorsbede, de rigting Toorstelt van de 
projectie der raakiijn aan het pant {x^ y, z) op liet xy-vlàk. 

Hen noerae a, /9, /^ de hoeken door deze raakiijn met de coordi- 
naten-assen gevormd, dan heeft men 

dx dy dz 

C08. a = — ,, , €08. p = -f , coi.r = j-J' 
ds* di^ ds^ 

De formule (5) gaat hierdoor over in 

rco8,^a + 2icos.aeo8,fi H- tcos.^p ' ' * 

waarin nu de hoeken a en /? , ingevolge verg. (6) , aan elkander 
▼erbonden zijn door de betrekking 

{\-{'P^)co8ja-+'2pqcoi,aco8.p+{l-{'q^)co8^*fi = If 

zoo dat een dezer hoeken voldoende is, om den stand der nor- 
male doorsnede gaande door eenig punt (x, y, z) te bepalen. De 
Jengte des kromte-straais p voor dat punt , kan dus ook als eene 
functie van een' der hoeken a en fi beschouwd worden. 

S 208. Vergelijkt men de waarde van p volgens form. (4), met 
die van x' — z, dan laat zich dadelijk hieruit aileiden, dat, indien 
men de wortel uitdrukking V(l-{-p^ + q^) steeds als positief in 
rekening brengt, het verschil z' — z hetzelfdeteekenals/o verkrijgt. 
Naardatmen dus voor den kromte-straal eenepositieveof negatieve 
waarde vindt, hetgeen eeniglijk van het teeken des noemers in 
form. (8) afhangty zal ook i' ) of ^2 worden, en hierdoor zal de 
rigting des kromte-straais met betrekking tôt het rakend vlak 
geheel bepaald zijn. 
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De gemelde noeiuer, geschrevcn onder den vorm van het prodact 

^ c COS.* a ^ coi.B \ 

co»>a\i rZ + 2i i-+rj, 

^ coê^p eos.a ) 

toont, ingevolge eene liekende eigenschap der tweede magis-yerge- 
lijkingen, aan , dat hij voor aile waarden van den hoek a hetxelfde 
teeken behondt, bîjaldien de differentiaal*qaotienten r^Sftf voMoen 
aan de voorwaarde $^ ^ rt 

In dat gérai liggen al de normale doorcneden aan dezelfde zîjde 
van het rakend T)ak|y en het oppervlak wordt alsdan geiegd in de 
nabijheid van en rondom het raakpunt bol te ujn, Heeft raen echter 
s' y rtf dan zal de noemer in form. (8) van teeken veranderen» 
en de kromtestraal bij desen overgang oneindig groot worden. Het 
oppervlak cal sich rondom het beschonwde pant, aan verschil- 
lende djden van het rakend vlak uitstrekken , en dus krommîngen 
in tegenovergestelden zin opieveren , terwijl eene der normale door- 
sneden hierbij in eene regte lijn zal overgaan , hetgeen onder and»- 
ren bij de achevé oppervlakken altijd het geval is. De difierentiaa]- 
vergelijking, vrelke in $ 195 voor deze soort van oppervlakken ge- 
vonden is, nameligk 

q^r — 2pq9 + f^i = 0, 

bevestîgt tevens deze orastandigheid. Imraers kan zij ook aldus ge- 
schreven worden, 

ten blijke, dat bij de achevé oppervlakken altijd 9^ yrt is. 

Heeft raen ,s* :=^ rt, welke vergelijking het karakterder ontwik* 
kelbare oppervlakken uitdrakt, dan wordt de noemer in dewaarde 
van p een volkomen vierkant , en de kromtestraal behoodt ateeda 
hetzelfde teeken. Het oppervlak is das ook bol in aile rigtingen 
behalve in die der beschrij vende lijn; voor welke de gez^de noe- 
mer nul, en das de kromtestraal oneindig groot wordt. 

S 209. Het onderzoek naar de betrekking tosschen de kromte» 
stralen voor hetzelfde punt in verschillende normale doorsneden 
gelegen, kan aanmerkelijk vereenvoudîgd worden, door den cor- 
sprong der coôrdinaten in dat punt te verplaatsen, en daarbîj het 
rakend vlak tôt het spy^vlak aan te nemen. Als dan heeft men 
/3 = 900 — a en y — gQo. 
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Wijders voigt ait de vergelykiDg Tan het rakend vlak , p r:= , 
9=0. Derhalve gaat de form. (8) over in 

r cos.^a + 2ê coi. a sin. a 4- I sin.^a • • • • / 

waardoor de lengte des kromtestraais onmîddellljk uitgedrukt wordt, 
in functie van den hoek <z, begrepen tasschen de normale door- 
snede en het œx^rlak» Indien de noemer yan het Toorgaande ge- 
broken voor een maximam of minimum vatbaar is, zallen de daar- 
mede overeenstemmende waarden van a de normale doorsneden 
doen kennen , die in het raakpunt de grootste of kleinste kromming 
bezitten, Differentiëren wîj dan dezen noemer ten opzigte van a, 
zoo verkrijgen wij , ter bepaling der grootste en kleinste waarden 
van Pf de vergelijking 

dd) 

— SL = 2{t — r) sin,a cos,a -+• 2$ cos, 2a =z 

r — t 

Deze formule levert twee waarden van a op^ die 90® van elkander 

verschillen , ten blijke , dat de twee normale doorsneden , welke de 

grootste of kleinste kromming opleveren, op elkander regthoekig staan. 

Men is ge^oon die met den naam heofâ^doormeden te bestempelen. 

1 
De waarde Tan - ten tweeden maie differentiërende , komt er 

9 



''»(.-) 



— £- = —{4* «n.2a 4-2(r — I) cos.2a}, 

of =1 — 2 m.2a (2# + (r — coi. 2a) 

sin. 2a , , . , . . 

en hieruit mogen wij beslniten, dat voor positieve waarden Tan s, 
de hoofd-doorsnede , welke een scherpen hoek met het xx^rlaïk vormt, 
de grootste kromming, en de andere hoofd-doorsnede de &[etn«fe krom» 
ming oplevert, terwijl het tegenovergestelde plaats vindt Toor ne- 
gatieve waarden van s» 

S 210. Wij knnnen thans aan de algemeene waarde van p in 
form. (9) vervat, een' nog eenvoudiger vorm geven , door de raak- 
lijnen, die den stand der hoofd-doorsneden bepalen , en , gelijk zoo- 
even gebleken is, pp elkander regthoekig staan , tôt assen der a; en y 
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aan te nenien. Immers in dat geval, nioeten de beide waarden van 
a door de form. (10) aangewezen, orergaan in 0^ en 90^9 waardoor, 
behoadens het bijxonder geval van r — t = co, « = moet worden , 
zoodat de forni. (9) zich aïs nu herleidt tôt 

Boor hierin achterrolgens a == en a = 80* te stellen» Ter* 
Terkrîjgt men voor de kromtestralen R, Jl'behoorende tôt de beide 
hoofd-doorsneden , 

R =z=l, R' = 1, 
r t 

das - = — co#.*o-f--— m.^a , . . * . (12) 

P R Ji 

welke formuleyTOor elk pont des opperrlaks» eene eenTondige betrekkiog 
bevat tasscben den kromtestraal in eene willekenrige normale door- 
snede, en dien behoorende tôt de beide hoofd-doorsneden van dat pant. 
Beschoawen wij twee op elkander regthoekige doorsneden , ma- 
kende de hoeken a en a4-90<^ met het xx-vlàk. Zoo nu p' den 
kromtestraal Yoor de tweede dezer doorsneden voorstelt» dan heeft 
raen, Tolgens (12), 

-7 = -— un.» a -j- ô^ eos.* a. 
P A A 

Gevolgelijk il i l 

p p R R 

Deze opmerkelijke betrekking leert ons, dat bij zoodanige opper* 
vlakken , die in aile rigtingen bol zijn ten opzigte van het rakend 
ylaky en alwaar dus de kromtestralen overal hetzelfde teeken heb- 
ben, de som der krommings-maten , yoor twee op elkander r^t- 
hoekîge normale doorsneden , eene standvastîge waarde behondt. 
Deze omstandigheid zal, blijkens de formule 

P 
altijd plaats hebben, bijaldien r en I, en dus ook H, R' beide 
met hetzelfde teeken zijn aangedaan. 

S 211. Bij de schere oppervlakken , voor welke in het algemeen 
ri < s* is, zullen r en «, omdat hier # = is, met ongelijke tee- 
kens moeten aangedaan zijn ; waardoor ook R en R' ongelijke 
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teekens verkrijgen. Neraen wij dan R als positief, en dos R' 
als n^atief, dan heeft men roor deze soort van opperrlakken , 

11, 1 . , 

Het blijkt hieruit, dat zoo lang de hoek a aangroeit van tôt a\ 

R' 
zijnde tg, a' = ± i/— , p eene positieve waarde behoudt, die echter 

altîjd > R zal zijn , verraits raen , de voorgaande vergelîjking onder 
dezen vorin sclirij vende 

^=fl- (fi +5"') "*••*''' 
11 

terstond inziet, dat " ^ n» en dus /o >JR raoet zijn. 

Voor a = ± a^ wordt p = co. Indien men derhalve în het 
rakend vlak twee lijnen door het raakpont trekt, snijdende de as 
der X, onder de hoeken a' en — a',zullen de normale dooraneden, 
volgens die beide rigtingen gebragt,het gebogen oppervlak volgens 
twee besehrij vende lijnen snijden. 

Neemt men a > a', dan verkrijgt p negatieve waarden, welke 
steeds afnemen, en voor a = 90^ wederom een minimum opleve- 
ren, zoo aïs blijkt uit de vergelijking 

viraarvan het tweede lid als dan de grootste v^aarde bekomt. Wordt 
a y 90^, dan zal de kromtestraal opnîeuw negatief toeneraen, en voor 
a =. 180® — a oneindig groot worden, om vervolgens eene posi- 
tieve waarde te hernemen. 

De beide normale doorsneden , gaande door de lijnen y :^ ax, 
y =. — a'ar, zijn dus als de grensvlakken te beschouwen, binnen 
welke de deelen van het oppervlak , die tegenovergestelde krora- 
mingen bezitten, besloten blijven. De h^'perboloîde met een blad^ 
en de parabollsche hyperboloïde kunnen hierbij onder anderen tôt 
voorbeelden strekken. 

S 212. Yoor de ontwikkelbare oppervlakken geeft de formule (9), 

uit hoofde van rf = «* , 

_ 1 

^ (cos.aVr-tsin.ax/t)^' 



>a 
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aantoonende, dat de kromtestraal alsdan het poritiero teeken blijft 
behonden, en dos al de normale doorsneden de bolle zijde naar 
het rakende vlak keeren, hetgeen ook geheel oyereenkomstig^ is 
met den aard dezer oppervlakken. Maakt de normale doorsnede 
eenen hoek a' met het vlak der xty zoo dat 

dan wordt /9 = oo ; de snijding met het oppervlak geschiedt dos 
volgens de beschrijyende Ujn, en lerert eene hoofd-doorsnede op. 
Se waarde van a, welke p tôt een minimam maakt, is gegeren 
door de vergelîjkiog 

êin,ayr — coi.ayt = 0, 

J 
waaruit volgt ig,a = V- = -^coUa', 

De doorsnede van de grootste krommîng staat derhalve ook hier 
loodregt op de roorgaande, voor welke de kromming nul wordt. 

% 213. De veranderingen in de lengten der kromtestralen yoor 
de TerscLilIende normale doorsneden, gaande door hetzelfde pmit 
yan eenîg gebogen opperylak, laten zieh op eene eenyoudige wijze 
aanschouwelîjk raaken. Men zette namelîjk op de raaklijnen dezer 
doorsneden, te rekenen yan het raakpant, afstanden nit, gelijk aan 
de yîerkants-wortels uit de lengten der oyereenkomstige kromte- 
stralen, dan zal de yergelijking der kromme, y^elke de uiteînden 
dezer afstanden yereenigt, altijd tôt eene der kegelsneden behooren. 
Immers, noemende x\ y' de coôrdînaten yan een harer panten, 

zoo heeft men 

1 1 

x' = p^ COS. a y y' zz: p^sin.af 

dus, yolgens formule (11), 

Zijn nn r en I beiden positief, dan wordt die kromme eene 

ellips, waaryan VR en VR' de beide halye assen yoorstellen, zoo 

dat de stand der beide hoofd-doorsneden door de rigtingen dezer 

assen aangewezen . wordt. Zijn daarentegen r en I yan ongelijke 

teekens, waardoor teyens de waarden yan p gedeeltelijk positief 

«n gedeeltelijk negatief worden, dan yerandert de yoorgaande 

▼ergelijking in 

rx^—ty'^ = ± 1, 
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en hierdoor bekomt men een stelsel van twee toegeFoegde hyper- 

bolen, welker assen insgelijks den stand der hooCd-door^neden 

aanwijzen, terwijl de rigtingen der beide assymptoten overeenUo» 

men met die der normale doorsneden, welke regte lîjnen ople- 

veren. Uet is overîgens gemakkelijk in te zien, dat de eigenschap ^ 

der kromtestralen in yergel. (13) vervat» geheel overeenkomstîg 

is met die der op elkander loodregte middellijnen in de genoemde 

kegelsneden. Neemt men de rigtingen der hoofd-doorsneden aïs 

bekend aan, en construeert men in het eerste der beide Yoor- 

gaande gevallen ecne ellips; en in het tweede« twee toegevoegde 

hyperbolen tôt halve assen hebbende VR, VR\ dan zullen de 

irierkanten der uit het mîddelpunt getrokken voerstralen, de 

kromtestralen yan de normale doorsneden doen kennen, welke die 

Toerstralen tôt raaklijnen hebben. 

Voor Jt = /{' verandert de kromme in eenen cirkel, ten blijke 
dat al de doorsneden in het raakpnnt gelijke kromtestralen hebben, 

Bij de ontwikkelbare oppervlakken zal de kegelsnede overgaan 
in een stelsel van twee evenwijdige lijnen bcgrepen in de yerge- 

lijking 

xVr + yVt = ± 1. 

De rigtingen der hoofd-doorsneden worden in dat geval aange- 
wezendoor twee lijnen, door denoorsprong getrokken, loodregt op 
en evenwijdig aan de twee Toormelde lijnen. De eerste komt met 
de grootste, en de tweede met de kleinste kromming OTereen. Men 
kan deze rigtingen tôt assen àer s en y aanneroen, ala wanneer 
men , uithoofde van ( = , de navolgende betrekking bek<»nt 

1 1 , 
P « 
of p z=, Rsec.^a, 

Voor a = 90 wordt /> = «. 

S 214. Door elke raaklijn aan eenig gegeren punt des opperviaks 
laten zieh behalve de normale tevens een onbepaald aantal andere 
schninsohe doorsneden brengen. 

Tnsschen den kromtestraal voor eene dezer laatste doorsneden en dieu 
der normale, bestaat insgelijks eene eenvoadige betrekking, welke door 
Mkvniir, een Fransch wiskundige der Torige eeuw , het eerst is opge- 
merkt geworden. Zij kan onderanderen vrij gemakkelijk aidas worden 
betoogd. Yolgens het gevondene in S 169 heeft men, den kromte- 
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straal in het pant (x, y, z) eener wiHekenrige schoinsche door- 
snede />' noemende, Yoorde cosinassen der hoeken door die lijn met 
de positieve assen der s, y, z gevormd , 

d}x d^y d^s 

waarbij de dîfferentiaal des boogs s als staodvastîg is aangenomen. 
De cosinussen der hoeken door de normaal van dat puni des op- 
perylaks met dezelfde assen geyormd, hebben, ingevolgeS 179, tôt 
waarden 

— p —g 1 

y{i +p* +3*) ' y'i^ +p^+ q^) ' v^d 4-p» + q^) 

Derhalve heeft men ter bepaling vaa den hoek i9 tusseben de 

kromtestralen der schoinsche en normale doorsneden begrepen, de 

vergelijking 

p\éPz^pd^a; — qdhf\, 
co8,v=z: — ! 1 1 — zj 

Vil +p^+g^)ds^ 

Maar, in § 207, vondenwij voordewaarde des kromtestraak /t> eener 
normale doorsnede, de formule 

Vjl +p*+q*)d8* 
P —d!^z—pd^x — qd^y" 
waarnit voigt 

p' = pC09^'&. 

Daar nn de hoek ^ tevens de helling voorsteit der schaînsche 
doorsnede op de normaJe, zoo leeren wij hîeruit de navolgende 
eigenschap kennen. 

De hromUitradl in eene schuinsche doortnede is gelijk aan de projeclie 
op dat vlak , van den kromtestraal in eene normale doorenede , welke mH 
de eente^ dezelfde raaklijn heeft. 

Verbeelden wij ons thans een* bol , beschreven met den kromte- 
straal />, en tôt middelpunt hebbende de uiteinde vaa dezen krom- 
testraal, dan zal elk mllekettrig vlak door de raaklijn gebragt, den 
boisnijden volgens een' cirkel,die den kromte-cirkel zal voorstellen 
in de doorsnede des oppervlaks met het genoemde vlak. 

Het voorgaande theorema , waardoor men in staat is den kromte- 
straal Toor elke in stand gegcvene schainsche doorsnede nit dien der 
normale te berekenen , is ook voor het navolgende meetknnstig be- 
toog vatbaar. LatcnnaraelijkîKr 7 (/{</. 61) de raaklijn aan eenig punt 
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des oppervlaks M; de krorame AMJVde normale, en de kromme A' MJS' 
de schuinsche doorsnede Tolgens die raaklijn, voorstellen, Brengen 
wî) verder door de oneindig digt bij elkander gelegen puntenitT, m\ 
dezer laatste krorame, twee normale vlakken elkander snijdende 
volgens de lijn 00' ^ en hetvlak der krorame, volgens de normalen 
MOyfn^O, dan is MO de kroratestraal p' in het punt Jif der schuin- 
aohe doorsnede. Daar de raakiijn MT loodregt staat op het vlak 
der lijnen MO, 00\ zal de norraaal MI in het pant M der nor- 
male doorsnede AMN, de loodlijn 00' ergens in een punt 0' 
moeten snijden , zoodat de hoek OâiO' de helling ^9 der schuinsche 
op de normale doorsnede aanduidt. Uit den regthoekigen driehoek 
JM 00' Tolgt nu de betrekkîng p^ z= MO = MOUos.i». Er blijft 
das nog te bewijzen overig , dat de lijn MO' werkelijk de lengte 
des kromte-straais van het punt M der normale doorsnede voors tel t. 
Te dien einde neme men op deze krorarae een' oneindig kleinen 
boog Mm y en trekke de lijnen mO' , m^O' en inm\ dan zal deze 
laatste, ingevolge de théorie der kroralijnige aanrakingen (XVPen 
XXV* Lessen), eene oneindig kleiue Tan de tweede orde zijn. Daar 
wijders de hoek O' mm', bij achtervolgende Terraindering der boogjes 
Mm , Mm\ klaarblijkelijk tôt 90° nadert , zal het verschil tusschen 
de afstanden O^m en O'm' eene oneindig kleiae van de derde orde 
worden. Nu is het verschil Om^ — OM, en dus ook het verschil 
O'm' — O'M oneindig klein van de derde orde, derhalve zal ook 
het verschil O'm — O'M, in het algeraeen, van dezelfde orde zijn, 
waaruit men terstond besluiten mag, dat de cirkel met OŒ als 
straal beschreven , de krorate-eirkel van het punt M zal zijn , 
en men alzoo stellen kan p' =: pcos.-^, Mogt het laatstgenoemde 
verschil , in eenig bijzonder geval, eene oneindig kleine van hoogere 
orde worden , zoude zulks eeniglijk aanduiden , dat ook de krorate- 
cirkel in het punt M eene naauwere aanrakiqg met de kromme 
had, gelijk onder anderen in de toppen der kegelsneden plaats 
vindt (§ 122). 

S 215. Twee opper vlakken 0^ 0\ die in eenig punt M eene 
gemeenschappelijke normaal hebben, worden gezegd met elkander 
eene raking van de tweede orde te hebben, of elkander in dat punt te 
osciileren , bij aldien de verschillende normale doorsneden der beide 
oppervlakken, door dat punt M gebragt, insgelijks eene raking van 
dezelfde orde met elkander hebben; dat is, met andere woorden , 
bij aldien de kromtestralen in het raakpunt, voor de beide kromnien 
I. U 
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eener zelfde willekeurige doorsnede even lang zijn. Daarna de 
formale 

ft R Ji 

aantoont, dat p eenigtijk afhankelijk is van JR, H' en a, raogen wij 
hieruit onmiddelijk besluiten, dat zoodra de lioofd-doorsneden , 
gaande door hct raakpunt der beide oppervlakken, in dezelfde Tlak- 
ken lîggen, en aldaar gelîjke kromtestralen bebben^ ookal de orerige 
normale doorsneden kromroe lijnen zullen oplereren, die elkandcr 
in het raakpunt oscnleren, waardoor derbalve aan de voorwaarde voor 
het bestaan eener raking Tan de tweede orde tusseben de beide 
opperviakken voldaan is. Men kan daarcnboven uit de in § 213 
aangewezen constructie afleiden, dat, aangezien eene ellips of hy- 
perbool gebeelbepaaldis, indien drie ait het iniddelpant getrokken 
voerstralen in ligging en grootte gegeven zijn, twee gebogen op- 
perviakken elkander zullen osculeren ^ indien drie door het raak- 
punt gebragte normaal vlakken , die opperviakken snijden Yolgeos 
kromme lijnen , virelke, voor dezelfde doorsnede, denzelfden kronite- 
straalin het raakpunt hebben. Past men hierbij tevens het theorema 
van MiUHiEK toe, dan volgt daaruit nog, dat die doorsneden niet 
normaal behoeven te zijn. De rakende opperviakken zullen der- 
halve ook in aile rigtingen dezelfde kromraing hebben, bij aldien 
zulks plaats heeft in hare doorsneden volgens drie door het raakpunt 
geheel willekeurig gebragte vlakken , en hiertoe kan men onder ande- 
ren kiezen drie aan de coôrdinaten- vlakken evenwijdige doorsneden. 

De formule 

p — ■ . ■ — — — .^___^___^___^_^_____________ 

r cos, * a -f- 2» cos. a cos, i? -f- 1 cos, ' fi 

in § 207 gevonden, leert onmiddelijk de analytisehe voorwaarden 
kennen , waaraan de coôrdinaten x, y, s , bij de voormelde aanra- 
king behooren te voldoen. Daar namelijk de beide opperviakken een 
gemeenschappelijk rakend vlak hebben , moeten vooreerst de diffe- 
rentiaal-quotienten p en g, in het raakpunt dezelfde waarden ver- 
krijgen. Wijders merke men op, dat, aangezien de hoeken a en P 
de rigting bepalen der raaklijn aan de beide krommen tôt dezelfde 
normale doorsnede behoorende , de grootheid 

r cos.^ a + 2« cos. a cos, fi + lcos^ fi ^ 
bij den overgang van de eene krorame tôt de andere, harewaarde 
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belioudt, en daar zulks voor elke willekearige normale doorsnede 
evenzeer geldt, komen wîj tôt het beslait, dat ook de drîe diffe- 
rentiaal-qaotientcn van de tiiveede orde r, i, t, voor beide opper- 
Tlakken , in het raakpant dezelfde waarden moeten verkrijgen. Hier- 
uit volgt ook onigekeerd» dat, bij aldien voor twee verschillende 
opperviakken de zes grootheden 

*> P> Ci *•> «» ^» 

in eenig punt dezelfde waarden opleveren , en met gelijke teekens 
zijn aangedaan, die opperviakken in dat pant eene raking van de 
tweede orde znllen hebben. 

S 216. Op grond der voorgaande eigenschappen ishet thans niet 
moeijelijk voor elk punt van eenig gebogen oppervlak, alwaar de 
kroinming in aile rigtingen bol ten aanzien van het rakend vlak 
isy eene ellipsoïde aan te wijzen, die met het oppervlak eene ra- 
king van de tweede orde heeft, en das dezelfde kromming in aile 
rigtingen vertoont. 

Onderstellen wij te dien einde, dat de krommen MA, MB^ 
{fig. 62) twee hoofd-doorsneden aanwijzen , gaande door het punt M 
van eenig oppervlak , en zich volgens de normaal MON snijdende. 
Verbeelden wij ons thans in die doorsneden twee ellipsen Ma^Mb, 
beschreven, hebbende een willekenrig gedeelte der normaal 
MO = c tôt gemeenschappelîjke as, dan is het altijd mogelijk 
de beide overige assen in dier voege te bepalen, dat deze ellipsen 
in den top M dezelfde krorotestralen R, R' verkrijgen als de doorsne* 
den, waarin zij beschreven zijn. Immers weten wij nit het gevon- 
dene in § 108, dat in elke kegelsnede de kroratestraal in den top 
aan den halven parameter gelijk is. De halve assen a en h moeten 
diensvolgens bepaald wordcn ait de vergelijkingen 

C e 

gevende 

a = VcR, b = VcR'. 

Indien wij na eene ellipsoïde beschouwen, welker halve assen zijn 
a, b, c, enwaarvan het middelpunt inOligt, dan zallen de ellipsen 
ilfa, Mby blijkbaar twee hoofd-doorsneden daarvan voorstellen, en 
dewijl deze in het punt M gelijke kromming hebben als de door- 
sneden MA, MB van het gcgeven oppervlak, zoo zal zulks, volgens 
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het hiervoren betoogde, insgelijks met elke andere doorsnede der 
beîde oppervlakken plaats vinden, waardoor dus de aaDg^eiprezenej 
ellipsoïde tôt de zoodanige behoort, die in het raakpant ^^elijke 
kromming met het gegeren opperviak hebben. 

Zijn echter de beide kromtestralen JR, A' in het gegCYen pont 
Tan tegenovergestelde teekens, zoo dat het opperviak zich aldaar 
aan Terschillende zijden y an het rakend vlak nitstrekt, dan zal 
men, R posîtîef neraende , Toor a eene bestaanbare, doch Toor & 
eene onbestaanbare \(raarde rerkrijgen, indien naraelijk c wederom 
în dezelfde rigting genonien wordt. Eene der ellipsen zal aïs dan 
in eene hyper bool overgaan , waarvan de lijn MO de eerste as 
Yoorstelty en de ellipsoïde kan in dat geval door eene hyperboloïde 
met een blad vervangen worden, hebbeode de elHps Ma tôt 
keel-doorsnede. 

Daar wijders aan de lijn MO = c eene nvillekeurige waarde gege 
yen kan worden, zoo blijkt hierait dat er, in het eerste der hiervoren 
beschouwde gevallen , een oneindig aantal ellipsoïden , en in het 
tweede, een oneindig aantal hyperboloîden zijn aan te wijzen, 
die in een' van hare toppen dezelfde kromming hebben als eenig 
gegeven opperviak in een zijner punten. 

Bij. een ontwikkelbaar opperviak wordt de kromtestraal voor een 
der twee hoofd-doorsneden oneindig groot, zoo dat de daartoe be- 
hoorende ellips in een stelsel van twee evenwijdige lijnen (§ 213) > 
en de rakende ellipsoïde in een cilinder-vlak overgaat, tôt rigtlijn 
hebbende de ellips in de andere hoofddoorsnede gelegen , en. het- 
welk het gegeven opperviak volgens eene beschrijvende lijn zal 
raken. Voor elk pont dezer lijn zal echter de krommings-cilînder 
verschillend zijn , verraits de elliptische rigtlijn met de ligging vnn 
dat punt verandert. 

§ 217. In het bijzonder geval waarin voor eenig pont eens 
oppervlaks R' = JR wordt^ znllen ook, ingevolge formule (12), de 
kromtestralen van aile overige normale doorsneden even groot en 
gelijk aan R zijn. Het opperviak heeft als dan in dat punt dezelfde 
kromming in aile rigtingen, waardoor deze kromming met die van 
eencn bol kan vergeleken worden. Zulks heeft onder anderen plaats 
in de beide aspunten van een omwentelings-oppervlak. Bergelijke 
punten dragen in het bijzonder den naam van navelpunlen {ombilics). 
Om te onderzoeken of zij op eenig gegeven opperviak aanwezig zijn, 
neme men tôt grondslag de in § 207 gevondene formule voor de 
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lengte des kromtestraals eener willekeurige normale doorsnede, 
te weten: 

Zal nu p onveranderd blijven voor * elke waarde van m , welko 
den stand der normale doorsnede bepaalt, dan moet het voorgaande 
gebroken onafhankelijk van m zijn, waartoe s]echts gevorderd 
wordt dat aan de evenredigheid , ^ 

Yoldaan worde. 

De voorwaarden van het aanv^ezig zijn eens navelpunts zijn 
mitsdien vervat in de beîde vergelijkingcn 

1 +p^ ♦* pq * 

pq s' 1+9* î ' 

gevende * 

s{l-hp^) = pqr, «(14-9^) = Pqh 

dus ook t (1 -hp^) = r (1 + q^). 

Uit tvsree dezer laatsten , in verband met de vergelijking z = /(a?, y) 
van het opperviak, zal men het al of niet bestaan van navelpunten 
knnnen opmaken. 

Mogten die laatste vergelijkingen, in sommigeb^zonderegevallen, 
vatbaar zijn ora tôt eene enkele herleid te worden, dan verkrijgt 
men eene kromme lijn voor de raeetkunstige plaats der navel- 
punten; zij wordt de lijn der spherische krommingen genaarad , 
dewiji de krommîng van het opperviak in al deze punten met die 
van eenen bol overeenkorat. 
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Over de krotnie- of krommings-lynen op de gebogen 

oppervlakken. 



% 218. Wanneer men van eenîg punt [x^ y, z) op een gebogen 
oppervlak in eene i/villekeurige rîgtîng overgaat toi een ander 
oneindîg nabij gelegen punt, dan liggen de normalen toi die beide 
pnnten behoorende, in het algemeen, nîet in beUelfde ylak. 
Om te onderzoeken of er Toor elk punt eene bepaaide rigting 
aan te wijzen zij, waarbij d^ normalen van twee in die rigting 
genomen nabnrige pnnten elkander snijden, kan men aidns te 
werk gaan. 

De yergelijkingen der normaal van eenig punt (â;, y, <) zijn (S 179), 

x' — x+piz' —a) = 0.) 

^ ..... (A) 

y' — y + q(z' — Z) = 0.) 

Laat men hierin de Teranderlîjke grootheden ^y y,s^p, q^ met 
bare differentialen aangroeîjen, zoo zullen de bieruît ontstaande 
Yergelijkingen die eener nabarige normaal Toorstellen. Opdaterdas 
gnijding tnsscben die beide normalen plaats bebbe, behooren de coor- 
dinaten x\ y\ %\ gelijktijdig aan de voorgaande vergelijkîngen en 
aan bare dififerentiaal-betrekkingen te yoldoen. Deze laatste sijn 
blijkbaar de narolgende. 

dx + pdx = (»' — «)dp, 

dy+qd% := {z'—x)dq, 

en bierin voor dz , dp y dq bnnne waarden scbrijvende , veranderen 
die vergelijkingen in 

(l+p*)ds4-pgdy zz: (i'— 2) {rrfor -f-*dy) 

(B) 
(l4-9*)dy-j-pgJir =z {z—%){sdx + tdy) 

De Tier Tergelijkingen (A) , (B) strekken nu niet alleen ter be- 
paling der coordinaten x\ y', «' van bet snijpant, maar znllen 
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tevens , door het elimineren van z* — z uit het stelsel (B), de voor- 
waarde doen kennen, waaraan debetrekking tusschen de differentialen 
dXy dy zal raoeten voldoen, opdat de snijding^ der beide opvol- 
genàe normalen kunne plaats hebben. Die voorwaardeis dasvervat 
in de vergelijking 

l-f-P*+PÎ^ r + ^J^ 



(i+9')|+Pî *+4' 

dy 
vaarait volgt, ter bepaling van tz , of van de horizontale projectie 

der raakiijn in bel punt x, y, 2, 

— {{l'hp^)s — pqr) =0 (C) 

Deze vergelijking van den tweeden graad zijnde, duidt aizoo twee 
verschillende rigtingen aan, waarin de vourgcstelde eigenschap der 
normalen zal kunnen plaats vinden. 

§ 219. Indien het gegeven punt tôt de navelpunten behoort, zal 
de vergcl. (C), blijkens het gevondene in § 217, voor aile waarden 
van -^ gelden, hetgeen dus beteekent, dat men in zoodanig punt 
eene willekeurige rigting kan volgen. 

Het valt niet raoeijclijk te betoogen, dat de beide waarden van 
— steeds twee op elkander regthoekige rigtingen aanwijzen. 

dx 

Iramers, nemcnde voor een oogenblik het rakend vlak in het 
punt Xyy y % wederom tôt dat der xy^ en het raakpunt tôt oor- 
sprong der coordinaten aan , dan heeft men , even als in § 200 y 
p:=i:0, g = 0, zoodat de verg. (C) hierdoor overgaat in 

dx^ dx 



"^ AT' 



y' .r — t. dy 

x^ ^ s ^ dx 



en nu duidt de laatste term in deze vierkants-vergelijking terston^ 
aan, dat de rigtingen der raaklijnen, aangewezen door de beide 

waarden van ~, een' regten hoek met elkander vormen* 
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Wijders heeft men , ter bepaling vaa de hœken a^ a\ welke 
deze raaklijnen met de as der x yormen, 

— (^ — + ^^ I -4 « * + ( r — » î 



ig.a rzi 



1$ 



tg, a •=. — coi, a rzz 



Dus tg.a — cot.a 



_ —{r — t) — V\Â8^ + {r — t)^\ 



2» 
t—r 



9 

S 



2 coi. la = îl-^ 



s 



of tg.Za z=z 



r—t 



Deze uitkorast dezelfde waarde voor a opieverende, als de form. (10) 
S 209 Yoor de rigting der hoofd-doorsneden , mogen \vij hieruit het 
besluit opmaken, dat, indien men van eenig willekearig punt M 
op het oppervlak overgaat tôt twee andere oneindig digt gelegen 
pnnten Mi^ «i, in dier voege dat de boogjes MM^, Mm^ tôt de 
beide hoofd-doorsneden van het punt M behooren , de normalen van 
de pnnten Jf|, m^, die van het punt M. in twee afzonderlijke pun- 
ten zullen doorsnijden. 

Gaat men nu in denzelfden zin van JEf} tôt een ander naborig punt if, 
over, welks normaal die van M^ snijdt, en van ilf , wederom tôt een 
derde punt Jlfs over, dat aan dezelfde voorwaarde ten opzigte van Jlf) 
Toldoet, dan zal men, op die wijze, voor elk punt M eene reeks punten, 
elkander in denzelfden zin opvolgende, verkrijgen. Evenzoo kan 
men eene tweede soortgelijke reeks bekomen , door van het pont 
fi»! in denzelfden zin tôt de pnnten m,, m, enz. over te gaan, zoo- 
dat ook de normalen dezer punten elkander twee aan twee snijden. 
De hieruit ontstaande kromme lijnen hebben, volgens den be- 
roemden Monge , de benaraing van kromte-lijnen {lignes de courbure) 
van het punt M verkregen. Zij zijn, in het algemeen, van dubbele 
kromraing, en dus versehillende van de kromme lijnen der hoofd- 
doorsneden, die steeds in een plat vlak liggen. In elk van hare 
punten hebben zij echter eene gemeenschappelijke raaklijn met de 
door dat punt gebragte hoofd-doorsnede. 

Daar wijders, gelijk hiervoren gebleken is, door elk punt eens 
oppervlaks , twee op elkander loodregte kromte-lijnen kunnen ge- 
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troklcen worden , zal men , dezelfde bewerking voor elk willekeurig 
puRt herhalende, het gebogen opperviak in dier Toege in een on- 
eindig aanlal kromlijnîge vierhoeken kannen verdeelen, waarvan 
de zijden op elkander loodregt staan. 

S 220. Verbeelden wij onsnu een' bol beschreven uit het snijpnnt 
{fig. 63) der normaal MO van eenig punt M met die van het naba- 
rige pant Jlf , der hoofd-doorsnede MA , en lot straal hebbende den 
kronitestraal MO = M fi = R dezer doorsnede, dan zal die bol 
twee opvolgende raakpunten M, M^ met het gegeven opper- 
viak geraeen, en in de rigting van het élément MMi, dezelfde 
kromming hebben als het gebogen opperviak. Hetzelfde geldt van 
eenen tweed en bol beschreven uit 0' met den kromtestraal R' der 
andere hoofd-doorsnede MB, en welke in de rigting van het élément 
Mmi dezelfde kromming heeft als het opperviak. Voor elke andere 
normale doorsnede MNC, waarvan MP = NP den kromtestraal in 
het pont M aanwijst, zal zulks echter geene plaats meer vinden, 
dewijl de lijn NP niet tôt de norraaien van het opperviak behoort, 
zoodat de bol met de lijn MP aïs straal beschreven, slechts in het 
pant M hetzelfde rakend vlak met het opperviak kan hebben. 
De beide eerstgemelde bollen zijn derhalve de eenige die gezegd 
kunnen worden eene raking van de tweede orde met het opperviak 
te hebben, doch slechts in de hepaalde rigtingen M9f|, Mm|. Op dien 
grond schijnt dan ook de benaraîng te berusten van kromte-lijnen , 
welke MoivGE aan de reeks der punten M, j}f|, M^ en if, nti, m,... 
(§ 219) verraeend heeft te rooeten geven. 

Het zal noodig zijn hier nog te doen opraerken, dat de lijn 
MO=:R niet gelijktijdig den kromtestraal van het punt M voor 
de kromtelijn M Mi Afj... aanduidt, dewijl die kromtestraal gelegen 
behoort te zijn 'in het kroraniingsvlak van dat punt, welk vlak 
verschillend is van de hoofd-doorsnede MA. Deze overeenstemming 
heeft eeniglijk plaats in het bijzonder geval, waarin de kromte- 
lijn in deze doorsnede overgaat , of ook , indien die beide krommen 
twee achtervolgende elementen gemeen hebben , en dus elkander 
osculeren. 

§ 221. Uit de voorgaande bepaling eener kromte-lijn volgtwijders 
dat de méetkuns^ge plaats van al hare normalen een ontwikkel- 
baar opperviak vormt, dat overal loodregt op het gegeven opper- 
viak zal staan , en waarvan de keerlijn bepaaid wordt door de 
snijpimten deaer normalen, zijnde de middeipunten der bollen, 
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^velke in de rigting der elementen van de kronite-tijn , dezelfde 
kromming aïs het oppervlak bezitten Op die wijze ontstaan er 
keerlijoen voor elke der overige kromte-lijnen , die op het op- 
pervlak in de rigtîngen M M^M^ en Mmifn^ kunnen getrokken 
wordeo. De meetknnstîge plaats van al die keerlijnen vormt voor 
elke deier beide rigtîngen een gebogen oppervlak, hetwelk de 
genoemde normalen tôt raakiijnen heeft, en waarvan de vergelij- 
king kan verkregen worden, door het eliniineren van jr, y, s ait 
de vergelijkingen (A) en (B) § 218, in verband met de vergelîj- 
king van het gegeven oppervlak. 

De beide aldus gevormde oppervlakkeii bevatten de middelponten 
der hiervoren bedoelde boHen, en cîjn ten opzigte dezer opper- 
vlakken hetzelfde, hetgeen de ontv^ondenen bij de kromrae lijnen 
zijn. Daar viraar zîj clkander doorsnijden, ontstaat eene nieowe 
kromine , welke de roeetkunstige plaats der middelpnnten van de 
spherische kroniten zal zijn. 

S 222. Bij de omwentelings-oppervlakken zallen de kromte- 
lijnen in vlakke krommen, en dus in de hoofd-doorsneden zeWen 
overgaan. De meridiaan-kromnien hebben namelijk de eigenschap 
dat al de normalen in hare vlakken genonien, tevens loodregt op 
het oppervlak staan , zoo dat zîj aan de voorwaarde van onderlinge 
snijding voldoen. Voor de parai lel-krommen welker vlakken lood- 
regt op de voorgaande staan, zijn de normalen op het gebogen 
vlak, allen door hetzelfde punt der omwentelings-as gerigt. Deze 
parallellen vormen dns, even aïs de meridianen, een stelsel van 
krommingslijnen op het orawentelings-oppervlak. 

Bij de cilindrische oppervlakken is elke doorsnede volgens eene 
beschrij vende lijn eene der twee hoofd-doorsneden van eenîg punt 
op die lijn gelegen , terwijl de andere hoofd-doorsnede loodregt op 
deze beschrijvende lijn gerigt is. Elke normaal in dit laatste vlak 
getrokken is blijkbaar insgelijks eene normaal op het cilindervlak, 
vfraaruit volgt dat die beide doorsneden tevens twee krommings- 
lijnen voorstellen. 

Ora voor elk gegeven oppervlak de krommings-lijnen te bepa- 
len, heeft men in de eerste plaats, uit de vergelijking van dat 
oppervlak s = /{d; , y) , de waarden van p, q, r, «, t in functiën 
van Sj y, z af te leiden, en deze vervolgens in de algemeene 
vergel. (C) te sabstituëren. Hierdoor bekomt men de differen- 
tiaal- vergelijking der projectiën op het â7y«vlak van de gezoebtc 
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krommen, waarait echter de betrekking tusschen x en y eenig- 
lijk raet behulp der integraai-rekening te vinden is, zoo dat wij 
te dezer plaats in geen verder onderzoek dienaangaande kunnen 
treden. 

S 223. Men bescbouwt op elk gebogen opperviak npg eene 
kromme lijn, welker elementen elkander in dicr voege opvolgen, 
dat hiinne rigtingen of die der raakiijnen in de opvolgende punten, 
het horizontale vlak onder hoeken snijden , welke steeds grooter 
zijn dan die der overige raakiijnen s door dezelfde punten op het 
opperviak getrokken. Zoodanige kroromen dragen den naara van 
li/iMti Man grootstê heîling. Hare difierentiaal-vergelijking kangemak- 
kelijk aldus verkregen worden. 

£lke raakiijn gaande door eenig punt x^y, z van het opperviak , 
wordt op het ary-vlak geprojecteerd volgens de lijn 

y'-^y = ^^(^' — ^) (^) 

Zal nu die raakiijn onder den grootsten boek op dat vlak hellen, 
dan inoet zij, even als hare projectie, blijkbaar loôdregt staan op 
de gemeene doorsnede van het rakend vlak met het projectie- vlak, 
Die doorsnede tôt vergelijking hebbende 

zoo zal, ingevolge vergel. (a), aan de gestelde voorwaarde voldaan 

worden, door -~ zzz - te stellen. 

dûp p 

Men heeft derlialve voor de differentiaal- vergelijking der bc- 
doelde krommen, 

pdy — qdx =l 0. 

Hieruit de waarde van je, die in de diffcrentiaal-coëfficiënten p, q 
voorkoroty verdrij vende met behulp der vergel. z = f{œ^ y) van het 
^e^eyen opperviak, zoo geeft de integraal*rekening het middel aan de 
hand, om, uitde alsdan verkregene vergelijking, de betrekkjng tus- 
schen X en y, of de horizontale projectie der kromme van grootstê 
helling te bepalen; en door deze laatste wederom met de vergel» 
I rr: /^j?, y) te combineren, bekomt men de vergelijkingen van hare 
projectiên op de beide overige coôrdinaten-vlakken. In het algemeen 
zuUen ook deze krommen tôt de lijnenvan dnbbele kromming be- 
hooren. Voor deomv^'entelings-oppervlakken, welke, indien de om- 
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wentelings-as toi as der x aangenoraen wordt, zoo aïs ia g 187 
geleerd is , allen begrepen zijn in de vergelijking^ 

laten die kronimen zich echter gemakkclijk bepalen. Iramers heeft 
raen in dat bijzonder geval, 

p = 29?i (a?* -f- y^)x , q = 2ç>i (a?* + y*)y, 

dus (sdy — yrfa;) ç>/(j;*4-y*) =z 0, 

vi^aarait volgt P. -? = ? , !<>. sPi(^*4-y*) = 0. 

Daar nu de eerste vergelijking voor geene krorame lijn , maar eenig- 
lijk Yoor eene regte Hjn, gaande door den oorsprong, kan geldeo, 
zoo aïs terstond blijkt uit het differentiëren der vergelijking 

y zzzax, 

zoo mag men hieruit onmiddelijk besluiten, dat al de meridiaan- 
krommen van eenig omwenteliDgs-oppervlak lijnen van grootste 
helling zijn. 

De tweede vergelijking geeft voor x , en das ook voor a?* + y* 
eene standvastîge waarde. Zij duidt al de doorsneden aan, welke 
loodregt door de om wentelings-as gebragt, en op het ary-viak 
volgens cirkels geprojecteerd worden. Blijkbaar kan geene dezer 
doersneden hier in aanmerking komen , dewijl de raaklijnen in 
hare opvolgende punten overal evenwijdig aan het gemelde projectie- 
vlak gerigt zijn. 

DergeJijke doorsneden van eenig gebogen oppervlak, leveren 
krommen op, vtrelke raen gewoon is waterpasse lijnen {lignes de niveau) 
te noemen. Hare differentiaal- vergelijking is klaarblijkelijk 

pdx + qdy = 0. 

Wij hebben ons , overeenkomstig het doel van dit leerboek , in 
deze laatste lesseï^ slechts bij eenige hoofdpunten betreifende de 
théorie der gebogen oppervlakken rapeten bepalen, doeh vermee- 
nen^ ten slotte onzen aankoraenden wiskundigen, die lust gevoelen 
dat belangrijk onderwerp in meerdere bijzonderheden te leeren 
kennen, de studie der navolgende geschriften te raogen aanbe- 
velen . 
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Recherches sur la courbure des surfaces y par Euleb, geplaatst in de 
Mémoires de l'Académie de Berlin ^ voor het jaar i760. 

Application de Vanalyse à la géométrie ^ par G. Monge, h^ édition, anno^ 
iécj par M. Liocville. 

Développemens de géométrie ^ par €h. Dupin^ 3*^ mémoire. 

Eene verhandelîng van Poisson , voorkomende in heiJournal de VÉcole 
Polytechnique y 21" cahier. 

Mémoire sur la courbure des surfaces , par M^^" Sophie Germain, te 
vinden in het Vil" Deel van het Journal fur die reine und ange- 
toandte Mathematik\ uitgegeven door Grelle. 

F. Gâuss. Disquisitiones générales circa superficies eurvas, Gotting. 1 828. 

Analyse appliquée à la géométrie des trois dimensions ^ par G. F. A. Le Rot, 

Leçons de calcul différentiel et intégral ^ par Moigno^ 1" vol. 

Wij behopren hier nog bij le voegen den verdienstelijken arbeid van 
een' onzer landgenooten D^ A. G. Alings le Groningen , het onderwerp 
uitmakende zijner Dissertatio inauguralis de superficierum curvatura^ 
1849, waarvan hel veiVolg door den schrijver loegezegd is. 



EINDE VAN HET EEBSTE DEEL. 




Blz. 246 reg. 6 van bot. staat : — -7- lees : ^dy 

dtp é<p ^ 



245 » 5 » ond. » 



dz dz 

d^z d*z 



d(p* dy* 

» 249 » 10 » » » /'(x + fc,y + A) » /(a? + /i,y+A) 

» 255 » 1 » » > /f^. 52 )» %. 53 

» 256 » 6 » » » /^. 53 1» ^g. 54 

» 306 » 14 » bov. » de schroeflijn » de binnenste schroeflijn 

rfiî dy 

» 318 » 14 » ond. » -7- » — 

» 341 n 5 » * * a » y 



362 )» 2 » bov. 



cos.^i9 cos.*a 



MISSTELLINGEN. 



Bladx. 114. Voor de vier eerstc regels îeze men het voJgende: 

De Toorgaande uitkomsten gelden insgelijks voor de ontbindiog van het ge- 

broken , m steeda een geheel positief gctal x^'nde , miU a hier yervan- 

xm — \ 2k7t 
gen worde door ; waarbij echter op te merken valt , dat , indien m ecen 

if , de noemer daarenboyen de twee bestaanbare deelers x -\-\ en x — 1 heeft 
zoodat twee der partiêle gebrokens onder het teeken^ te vervangen zijn door 

«« } qp j , naardat n even of oneven is. In het geval van m, onecen 

m'a: — 1 x-f- 1 » j j 

heeft men daarvoor eeniglijk te stellen den term — . 

tu X -\- \ 

Bladx. 161, regel 10 van onderen, staat: 
dat de subnormaal , even als bij de spiraal van A&ghimsbes, overal van standvas- 
tige lengte is, 

Men Ieze hiervoor : 
dat de subtangens PT in elk punt van standvastige lengte is , 

Bladx. 279, regel 15, voor ware anomalie, Ieze men: middelbare 
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